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Problem algorytmiczny

Wej±cie: a ∈ R,n ∈ N
Pytanie: Jaka jest najmniejsza liczba b ∈ R speªniaj¡ca
równo±¢ an = b
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Pot¦ga iteracyjnie

POTEGA(a, n)

a ∈ R

n ∈ N

pot = 1

for i = 1 to n

pot = pot * a

return pot
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Pot¦ga binarnie

POTEGA(a, n)

a ∈ R

n ∈ N

i = n

pot = 1

pod = a

while i ̸= 0

if i MOD 2 ̸= 0

pot = pot * pod

pod = pod * pod

i = i DIV 2

return pot



Problem Algorytmy Cel Metody Notacje asymptotyczne Przykªady Rz¦dy zªo»ono±ci Przykªady Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

Pot¦ga rekurencyjnie

POTEGA(a, n)

a ∈ R

n ∈ N

if n = 0

return 1

else

return a * POTEGA(a, n - 1)
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Cel obliczania zªo»ono±ci algorytmu

Który algorytm jest najlepszy?

Zªo»ono±¢ algorytmu ilo±¢ zasobów (czasu, pami¦ci)
potrzebnych do rozwi¡zania problemu obliczeniowego za
pomoc¡ tego algorytmu
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Zªo»ono±¢ czasowa

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu okre±la czas jego dziaªania.

Jednostk¡ zªo»ono±ci czasowej jest wykonanie jednej
operacji dominuj¡cej.

Operacje dominuj¡ce nale»y wybra¢ w taki sposób, »eby ich
liczba faktycznie decydowaªa o czasie dziaªania algorytmu.
Mo»na przyj¡¢, »e wszystkie operacje s¡ dominuj¡ce.
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Zªo»ono±¢ pami¦ciowa

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu okre±la rozmiar pami¦ci
zu»ywanej przez ten algorytm.

Jednostk¡ zªo»ono±ci pami¦ciowej jest sªowo pami¦ci
komputera.
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Metody obliczania zªo»ono±ci czasowej

stoper

liczba taktów procesora

narz¦dzia matematyczne
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Metody obliczania zªo»ono±ci pami¦ciowej

wielko±¢ pami¦ci operacyjnej

narz¦dzia matematyczne
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Narz¦dzia matematyczne

Zªo»ono±¢ algorytmu przedstawiamy za pomoc¡ funkcji
zale»nej od rozmiaru danych wej±ciowych okre±laj¡cej ilo±¢
potrzebnego zasobu

Notacja asymptotyczna narz¦dzie matematyczne sªu»¡ce do
opisu zªo»ono±ci asymptotycznej



Problem Algorytmy Cel Metody Notacje asymptotyczne Przykªady Rz¦dy zªo»ono±ci Przykªady Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

Narz¦dzia matematyczne

Zªo»ono±¢ algorytmu przedstawiamy za pomoc¡ funkcji
zale»nej od rozmiaru danych wej±ciowych okre±laj¡cej ilo±¢
potrzebnego zasobu

Notacja asymptotyczna narz¦dzie matematyczne sªu»¡ce do
opisu zªo»ono±ci asymptotycznej



Problem Algorytmy Cel Metody Notacje asymptotyczne Przykªady Rz¦dy zªo»ono±ci Przykªady Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

Notacja O

O(g(n)) = {f (n) : ∃c>0∃n0∈N∀n≥n00 ≤ f (n) ≤ cg(n)}

Przez O(g(n)) oznaczamy zbiór wszystkich takich funkcji f (n), dla
których istniej¡ dodatnie staªe c , n0, takie »e dla wszystkich n ≥ n0

0 ≤ f (n) ≤ cg(n)

Je±li f (n) = O(g(n)) to mówimy, »e g(n) jest asymptotycznym
ograniczeniem górnym funkcji f (n).
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Notacja Ω

Ω(g(n)) = {f (n) : ∃c>0∃n0∈N∀n≥n00 ≤ cg(n) ≤ f (n)}

Przez Ω(g(n)) oznaczamy zbiór wszystkich takich funkcji f (n), dla
których istniej¡ dodatnie staªe c , n0, takie »e dla wszystkich n ≥ n0

0 ≤ cg(n) ≤ f (n)

Je±li f (n) = Ω(g(n)) to mówimy, »e g(n) jest asymptotycznym
ograniczeniem dolnym funkcji f (n).
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Notacja Θ

Θ(g(n)) =
{f (n) : ∃c1>0∃c2>0∃n0∈N∀n≥n00 ≤ c1g(n) ≤ f (n) ≤ c2g(n)}

Przez Θ(g(n)) oznaczamy zbiór wszystkich takich funkcji f (n), dla
których istniej¡ dodatnie staªe c1, c2, n0, takie »e dla wszystkich
n ≥ n0

0 ≤ c1g(n) ≤ f (n) ≤ c2g(n)

Je±li f (n) = Θ(g(n)) to mówimy, »e g(n) jest asymptotycznie
dokªadnym oszacowaniem funkcji f (n).

f (n) = Θ(g(n)) ⇐⇒ f (n) = O(g(n)) ∧ f (n) = Ω(g(n))
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Przykªad 1

2n2 − 3n + 4 = O(n3)
Dowód:
Dla n ≥ 1 mamy 2n2 − 3n + 4 ≤ 2n2 + 4 ≤ 2n3 + 4n3 = 6n3.
Zatem nierówno±¢ z de�nicji O jest speªniona dla n0 = 1, c = 6
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Przykªad 2

n2 + 5n − 2 = Ω(n)
Dowód:
Dla n ≥ 1 mamy n2 + 5n − 2 ≥ 5n − 2 ≥ 5n − 2n = 3n. Zatem
nierówno±¢ z de�nicji Ω jest speªniona dla n0 = 1, c = 3
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Przykªad 3

n2 + 5n = Θ(n2)
Dowód:
Dla n ≥ 0 mamy n2 + 5n ≥ n2. Dla n ≥ 1 mamy
n2 + 5n ≤ n2 + 5n2 = 6n2. Zatem nierówno±¢ z de�nicji Θ jest
speªniona dla n0 = 1, c1 = 1, c2 = 6
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Szacowanie funkcji

Θ(1) - zªo»ono±¢ staªa

Θ(log n) - zªo»ono±¢ logarytmiczna

Θ(n) - zªo»ono±¢ liniowa

Θ(n log n) - zªo»ono±¢ liniowo-logarytmiczna

Θ(n2) - zªo»ono±¢ kwadratowa

Θ(n3) - zªo»ono±¢ sze±cienna

O(nc) - zªo»ono±¢ wielomianowa

Ω(cn) - zªo»ono±¢ wykªadnicza
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Przykªad 4 - pot¦ga iteracyjnie

POTEGA(a, n)

a ∈ R

n ∈ N

pot = 1

for i = 1 to n

pot = pot * a

return pot

p¦tla for wykonuje si¦ n razy

zªo»ono±¢ czasowa Θ(n)
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Przykªad 5 - pot¦ga binarnie

POTEGA(a, n)

a ∈ R

n ∈ N

i = n

pot = 1

pod = a

while i ̸= 0

if i MOD 2 ̸= 0

pot = pot * pod

pod = pod * pod

i = i DIV 2

return pot



Problem Algorytmy Cel Metody Notacje asymptotyczne Przykªady Rz¦dy zªo»ono±ci Przykªady Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

Przykªad 5 - rodzaje zªo»ono±ci

Zªo»ono±¢ optymistyczna (best-case Θ(1))
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Zªo»ono±¢ w ±rednim przypadku (average-case Θ(log n))

Obrazuje oczekiwany czas dziaªania algorytmu dla losowych

danych.

Do jej obliczania wykorzystujemy cz¦sto metody rachunku

prawdopodobie«stwa.

Ogólnie O(log n)
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Przykªad 5 - pot¦ga binarnie

POTEGA(a, n)

a ∈ R

n ∈ N

i = n

pot = 1

pod = a

while i ̸= 0

if i MOD 2 ̸= 0

pot = pot * pod

pod = pod * pod
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return pot

p¦tla while wykonuje si¦ log2 n razy

zªo»ono±¢ czasowa O(log n)
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Przykªad 6 - pot¦ga rekurencyjnie

POTEGA(a, n)

a ∈ R

n ∈ N

if n = 0

return 1

else

return a * POTEGA(a, n - 1)

funkcja czasu T (n) zale»na rekurencyjnie od n

T (n) = T (n − 1) + 1 skªadnik +1 odpowiada operacji
mno»enia w 6 linijce

zªo»ono±¢ czasowa O(n)
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Problem Algorytmy Cel Metody Notacje asymptotyczne Przykªady Rz¦dy zªo»ono±ci Przykªady Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

Przykªad 7 - obliczanie ci¡gu Fibonnaciego z u»yciem tablicy

FIB(n)

n ∈ N

F[0]=0

F[1]=1

for i = 2 to n

F[i]=F[i-1]+F[i-2]

return F[n]

zu»ycie n + 1 komórek tablicy F , dwie zmienne n, i

zªo»ono±¢ pami¦ciowa Θ(n)
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Przykªad 8 - obliczanie ci¡gu Fibonnaciego bez tablicy

FIB(n)

n ∈ N

if n=0

return 0

else if n=1

return 1

F0=0

F1=1

for i=2 to n

Fk=F0+F1

F0=F1

F1=Fk

return Fk

zu»ycie 5 zmienne n, i , F0, F1, Fk

zªo»ono±¢ pami¦ciowa Θ(1)
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Przykªad 9 - obliczanie ci¡gu Fibonnaciego rekurencyjnie

FIB(n)

n ∈ N

if n=0

return 0

else if n=1

return 1

else

return FIB(n-1)+FIB(n-2)

W pseudokodzie jest jedna zmienna n, jednak algorytm musi
zapami¦tywa¢ adresy powrotu i kontekst dziaªania funkcji w
rozpocz¦tych wywoªaniach rekurencyjnych. Maksymalna
gª¦boko±¢ rekurencyjna jest rz¦du n.

zªo»ono±¢ pami¦ciowa Θ(n)
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Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

Niech a ≥ 1 i b > 1 b¦da staªymi, niech f (n) b¦dzie pewn¡ funkcj¡
i niech T (n) b¦dzie zde�niowane dla nieujemnych liczb caªkowitych
przez rekurencj¦

T (n) = aT (n/b) + f (n),

gdzie n/b interpretujemy jako ⌊n/b⌋ lub ⌈n/b⌉. Wtedy funkcja
T (n) mo»e by¢ ograniczona asymptotycznie w nast¦puj¡cy sposób:

1 Je±li f (n) = O(nlogb a−ε) dla pewnej staªej ε > 0, to
T (n) = Θ(nlogb a).

2 Je±li f (n) = Θ(nlogb a), to T (n) = Θ(nlogb a lg n).
3 Je±li f (n) = Ω(nlogb a+ε) dla pewnej staªej ε > 0 oraz

af (n/b) ≤ cf (n) dla pewnej staªej c < 1 i wszystkich
dostatecznie du»ych n, to T (n) = Θ(f (n)).
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Przykªad 10 T (n) = 9T (n/3) + n

T (n) = 9T (n/3) + n
a = 9
b = 3
f (n) = n
log3 9 = 2
f (n) = n?n2 = nlog3 9

n = O(n2−ϵ)
ϵ = 1 > 0
Zªo»ono±¢ Θ(n2)
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2
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2
1
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n lg n = Ω(nlog4 3+ϵ)
ϵ ≈ 0.3 > 0
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c = 3/4 < 1
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Maszyna Turinga

Deterministyczna Maszyna Turinga
DTM = (Q,Σ, δ, Γ, q0, ϕ,F )

Q - sko«czony zbiór stanów

q0 - stan pocz¡tkowy q0 ∈ Q

F - zbiór stanów ko«cowych

Γ - sko«czony zbiór dopuszczalnych symboli

ϕ - symbol pusty ϕ ∈ Γ

Σ - zbiór symboli wej±ciowych, podzbiór zbioru Γ

δ - funkcja (Q, Γ) → (Q, Γ, {L,−,R})
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Maszyna Turinga - przykªad

q0 q1 q2
ϕ q0, ϕ, L q2, 1, L K

0 q2, 1, L q2, 1, L K

1 q1, 0, L q1, 0, L K
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Klasy P i NP

Niedeterministyczna Maszyna Turinga (NDTM)
niedeterministyczny odpowiednik DTM

Klas¦ P tworz¡ wszystkie problemy decyzyjne, które DTM
rozwi¡zuje w co najwy»ej wielomianowym czasie

Klas¦ NP tworz¡ wszystkie problemy decyzyjne, które NDTM
rozwi¡zuje w co najwy»ej wielomianowym czasie

Nie wiadomo, czy P ̸= NP
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