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Problem algorytmiczny

o Wejscie: ac R,ne N

o Pytanie: Jaka jest najmniejsza liczba b € R spetniajaca
réwnos¢ a" = b



Algorytmy
@00

Potega iteracyjnie

POTEGA(a, n)
ac€R
necl

pot =1

for i =1¢ton
pot = pot * a

return pot
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Potega binarnie

POTEGA(a, n)
a €R
nelN
i=n
pot =1
pod = a
while i # 0
if i MOD 2 # O
pot = pot * pod
pod = pod * pod
i =1 DIV 2
return pot



Algorytmy
[e]e] ]

Potega rekurencyjnie

POTEGA(a, n)
achR
nelN
ifn=20
return 1
else
return a * POTEGA(a, n - 1)
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€00

Cel obliczania ztozonosci algorytmu

@ Ktory algorytm jest najlepszy?

e Ztozonos¢ algorytmu ilo$¢ zasobéw (czasu, pamieci)
potrzebnych do rozwigzania problemu obliczeniowego za
pomoca tego algorytmu
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Cel
000

Ztozonosé czasowa

@ Ztozono$¢ czasowa algorytmu okresla czas jego dziatania.

o Jednostka ztozonosci czasowej jest wykonanie jednej
operacji dominujacej.

@ Operacje dominujace nalezy wybraé w taki sposéb, zeby ich
liczba faktycznie decydowata o czasie dziatania algorytmu.
Mozna przyjaé, ze wszystkie operacje s3 dominujace.
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Ztozono$¢ pamieciowa

@ Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu okresla rozmiar pamieci
zuzywanej przez ten algorytm.
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Ztozono$¢ pamieciowa

@ Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu okresla rozmiar pamieci
zuzywanej przez ten algorytm.

o Jednostkg ztozono$ci pamieciowej jest stowo pamieci
komputera.
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Narzedzia matematyczne

@ Ztozonos¢ algorytmu przedstawiamy za pomoca funkg;ji
zaleznej od rozmiaru danych wejsciowych okreslajacej ilos¢
potrzebnego zasobu



Metody
ooe

Narzedzia matematyczne

@ Ztozonos¢ algorytmu przedstawiamy za pomoca funkg;ji
zaleznej od rozmiaru danych wejsciowych okreslajacej ilos¢
potrzebnego zasobu

e Notacja asymptotyczna narzedzie matematyczne stuzace do
opisu ztozonosci asymptotycznej
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Notacje asymptotyczne
@00
Notacja O

O(g(n)) = {f(n) : 3e>03noenTn2n0 < f(n) < cg(n)}

Przez O(g(n)) oznaczamy zbiér wszystkich takich funkcji f(n), dla
ktérych istniejg dodatnie state ¢, ng, takie ze dla wszystkich n > ng

0 < f(n) < cg(n)

Jesli f(n) = O(g(n)) to méwimy, ze g(n) jest asymptotycznym
ograniczeniem gérnym funkgji f(n).



Notacje asymptotyczne
oeo
Notacja €2

Q(g(n)) = {f(n) : 3e>03noenVn2n0 < cg(n) < f(n)}



Notacje asymptotyczne
oeo
Notacja €2

Q(g(n)) = {f(n) : 3e>03noenVn2n0 < cg(n) < f(n)}

Przez Q(g(n)) oznaczamy zbiér wszystkich takich funkgji f(n), dla
ktérych istniejg dodatnie state ¢, ng, takie ze dla wszystkich n > ng

0 < cg(n) < f(n)



Notacje asymptotyczne
oeo
Notacja €2

Q(g(n)) = {f(n) : 3e>03noenVn2n0 < cg(n) < f(n)}

Przez Q(g(n)) oznaczamy zbiér wszystkich takich funkgji f(n), dla
ktérych istniejg dodatnie state ¢, ng, takie ze dla wszystkich n > ng

0 < cg(n) < f(n)

Jesli £(n) = Q(g(n)) to méwimy, ze g(n) jest asymptotycznym
ograniczeniem dolnym funkgji £(n).



Notacje asymptotyczne
[ele] J
Notacja ©

©(g(n)) =
{f(n) : 3,503 >03neenVn>n 0 < c1g(n) < f(n) < cog(n)}



Notacje asymptotyczne
[ele] J
Notacja ©

©(g(n)) =
{f(n) : 3,503 >03neenVn>n 0 < c1g(n) < f(n) < cog(n)}

Przez ©(g(n)) oznaczamy zbidr wszystkich takich funkcji f(n), dla
ktérych istnieja dodatnie state c1, c», np, takie ze dla wszystkich
n > ng

0 < cg(n) < f(n) < cog(n)



Notacje asymptotyczne
[ele] J
Notacja ©

©(g(n)) =
{f(n) : 36,503 503neenVn>n, 0 < c1g(n) < f(n) < c2g(n)}
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Notacje asymptotyczne
[ele] J
Notacja ©

©(g(n)) =
{f(n) : 36,503 503neenVn>n, 0 < c1g(n) < f(n) < c2g(n)}

Przez ©(g(n)) oznaczamy zbidr wszystkich takich funkcji f(n), dla
ktérych istnieja dodatnie state c1, c», np, takie ze dla wszystkich
n = ng

0 < cg(n) < f(n) < cog(n)

Jesli f(n) = ©(g(n)) to méwimy, ze g(n) jest asymptotycznie
doktadnym oszacowaniem funkgji f(n).

f(n) = ©(g(n)) < f(n) = O0(g(n) A f(n) = Q(g(n))



Przyktady
[ le]e}

Przyktad 1

2n2 —3n+4 = 0(n®)

Dowdéd:

Dla n > 1 mamy 202 —3n+4<2n2+4<2n3 +4n® = 6nd.
Zatem nieréwnos¢ z definicji O jest spetnionadlang=1,¢c=6
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Przyktad 2

n? +5n—2=Q(n)

Dowdd:

Dla n > 1 mamy P +5n1—2>5n—2>5n—2n=3n. Zatem
nieréwnos¢ z definicji Q jest spetniona dla ng =1, c =3
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Przyktad 3

n? +5n = O(n?)

Dowdéd:

Dla n > 0 mamy n?> +5n > n®. Dla n > 1 mamy

n?> +5n < n? 4+ 5n® = 6n?. Zatem nieréwnos¢ z definicji © jest
spetnionadlang=1, ¢ =1, ¢ =6
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Szacowanie funkcji
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Rzedy ztoZonosci
o

Szacowanie funkcji

@ O(1) - ztozonos¢ stata

e O(log n) - ztozonos¢ logarytmiczna

@ O(n) - ztozonos¢ liniowa

@ O(nlog n) - ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna
o O(n?) - ztozonos¢ kwadratowa

o O(n?) - ztozonos¢ szeécienna

e O(n°) - ztozonos¢ wielomianowa

o Q(c") - ztozonos$¢ wyktadnicza



Przyktad 4 - potega iteracyjnie

POTEGA(a, n)
ach
ncl
pot =1
for i =1 ton
pot = pot * a
return pot

e petla for wykonuje sie n razy
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Przyktad 4 - potega iteracyjnie

POTEGA(a, n)
a R
n €N
pot =1
for i =1ton
pot = pot * a
return pot
e petla for wykonuje sie n razy

@ zfozonos¢ czasowa ©(n)

Przyktady
[ Jeleleleleele)



Przyktady
[e] leleleleele)

Przyktad 5 - potega binarnie

POTEGA(a, n)
acR
nelN
i=n
pot =1
pod = a
while i # O
if i MOD 2 # O
pot = pot * pod
pod = pod * pod
i =1i DIV 2
return pot
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Przyktad 5 - rodzaje ztozonosci
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o Obrazuje oczekiwany czas dziatania algorytmu dla losowych
danych.
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Przyktad 5 - rodzaje ztozonosci

@ Ztozonos¢ optymistyczna (best-case ©(1))
@ Ztozonos¢ pesymistyczna (worst-case O(log n))

e Ztozonos$¢ w srednim przypadku (average-case ©(log n))

o Obrazuje oczekiwany czas dziatania algorytmu dla losowych
danych.

e Do jej obliczania wykorzystujemy czesto metody rachunku
prawdopodobienstwa.
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Przyktad 5 - rodzaje ztozonosci

Ztozonos¢ optymistyczna (best-case ©(1))

Ztozonos¢ pesymistyczna (worst-case ©(log n))

Ztozonos¢ w srednim przypadku (average-case ©(log n))
o Obrazuje oczekiwany czas dziatania algorytmu dla losowych
danych.
e Do jej obliczania wykorzystujemy czesto metody rachunku
prawdopodobienstwa.

Ogélnie O(log n)
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Przyktad 5 - potega binarnie

POTEGA(a, n)
acR
nelN

i=n

pot =1

pod = a

while i # 0
if i MOD 2 # 0O

pot = pot * pod

pod = pod * pod
i =1 DIV 2
return pot

e petla while wykonuje sie log, n razy
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Przyktad 5 - potega binarnie

POTEGA(a, n)
a €R
nelN

i=n

pot =1

pod = a

while i # 0
if i MOD 2 # O

pot = pot * pod

pod = pod * pod
i =1 DIV 2
return pot
e petla while wykonuje sie log, n razy

e zfozonos¢ czasowa O(log n)
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Przyktad 6 - potega rekurencyjnie

POTEGA(a, n)
a R
ncl
ifn=20
return 1
else
return a * POTEGA(a, n - 1)

o funkcja czasu T(n) zalezna rekurencyjnie od n
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Przyktad 6 - potega rekurencyjnie

POTEGA(a, n)
a R
ncl
ifn=20
return 1
else
return a * POTEGA(a, n - 1)

o funkcja czasu T(n) zalezna rekurencyjnie od n
@ T(n)=T(n—1)+1 sktadnik +1 odpowiada operacji
mnozenia w 6 linijce
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Przyktad 6 - potega rekurencyjnie

POTEGA(a, n)
a R
ncl
ifn=20
return 1
else
return a * POTEGA(a, n - 1)

o funkcja czasu T(n) zalezna rekurencyjnie od n
@ T(n)=T(n—1)+1 sktadnik +1 odpowiada operacji
mnozenia w 6 linijce

@ ztozonos¢ czasowa O(n)
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Przyktad 7 - obliczanie ciaggu Fibonnaciego z uzyciem tablicy

FIB(n)
necl
F[0]=0
F[1]=1
for i =2 ton
Flil=F[i-1]+F[i-2]
return F[n]

@ zuzycie n + 1 komérek tablicy F, dwie zmienne n, i
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Przyktad 7 - obliczanie ciaggu Fibonnaciego z uzyciem tablicy

FIB(n)
nelN
F[0]=0
F[1]=1
for i =2 ton
Fli]=F[i-1]+F[i-2]
return F[n]
@ zuzycie n + 1 komérek tablicy F, dwie zmienne n, i

@ zfozonos¢ pamieciowa ©(n)
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Przyktad 8 - obliczanie ciaggu Fibonnaciego bez tablicy

FIB(n)
ncl
if n=0
return 0O
else if n=1
return 1
F0=0
Fi=1
for i=2 to n
Fk=F0+F1
FO=F1
F1=Fk
return Fk

@ zuzycie 5 zmienne n, i, FO, F1, Fk
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Przyktad 8 - obliczanie ciaggu Fibonnaciego bez tablicy

FIB(n)

ncl

if n=0
return 0O
else if n=1
return 1
F0=0

F1=1

for i=2 to n
Fk=F0+F1
FO=F1

F1=Fk
return Fk

@ zuzycie 5 zmienne n, i, FO, F1, Fk

@ zfozonos¢ pamieciowa ©(1)
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Przyktad 9 - obliczanie ciaggu Fibonnaciego rekurencyjnie

FIB(n)
neclN
if n=0
return O
else if n=1
return 1
else
return FIB(n-1)+FIB(n-2)

@ W pseudokodzie jest jedna zmienna n, jednak algorytm musi
zapamietywaé adresy powrotu i kontekst dziatania funkcji w
rozpoczetych wywotaniach rekurencyjnych. Maksymalna
gtebokosé¢ rekurencyjna jest rzedu n.
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Przyktad 9 - obliczanie ciaggu Fibonnaciego rekurencyjnie

FIB(n)
neclN
if n=0
return O
else if n=1
return 1
else
return FIB(n-1)+FIB(n-2)

@ W pseudokodzie jest jedna zmienna n, jednak algorytm musi
zapamietywaé adresy powrotu i kontekst dziatania funkcji w
rozpoczetych wywotaniach rekurencyjnych. Maksymalna
gtebokosé¢ rekurencyjna jest rzedu n.

e ztozonos¢ pamieciowa ©(n)



Twierdzenie o reki
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Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

Niech a > 11 b > 1 beda statymi, niech f(n) bedzie pewna funkcja
i niech T(n) bedzie zdefiniowane dla nieujemnych liczb catkowitych
przez rekurencje
T(n) = aT(n/b) + f(n),
gdzie n/b interpretujemy jako |n/b| lub [n/b]. Wtedy funkcja
T(n) moze by¢ ograniczona asymptotycznie w nastepujacy sposéb:
@ Jesli f(n) = O(n'°8>37%) dla pewnej statej € > 0, to
T(n) = ©(n'ev ).
Q Jegli f(n) = ©(n'°862), to T(n) = O(n'°8s? g n).
© Jesli f(n) = Q(n'°82%¢) dla pewnej statej € > 0 oraz
af(n/b) < cf(n) dla pewnej statej ¢ < 1 i wszystkich
dostatecznie duzych n, to T(n) = ©(f(n)).
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T(n)=9T(n/3)+n
a=29

b=3

f(n)=n

log39 =2

f(n) = n?n? = n'°gs?

n= 0(n*>7¢)



Przyktad 10 T(n) =9T(n/3) + n

T(n)=9T(n/3)+n
a=29

b=3

f(n)=n

log39 =2

f(n)= n?n? = n'°gs 9
n= O(n’~)
e=1>0



Przyktad 10 T(n) =9T(n/3) + n

T(n)=9T(n/3)+n

a=9

b=3

f(n)=n

log3 9 =2

f(n) = n?n? = n'°gs?
n= O(n’~)
e=1>0

Ztozonosé ©(n?)



Przyktad 11 T(n) = T(2n/3) + 1

T(n)=T(2n/3)+1



Przyktad 11 T(n) = T(2n/3) + 1

T(n)=T(2n/3)+1=T(n/3)+1



Przyktad 11 T(n) = T(2n/3) + 1

T(n)=T(2n/3)+1=T(n/3)+1
1
3
2
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a=1

b=3

f(n)=1

Iog% 1=0

f(n) =17n° = nlog% '

1=0(n



Przyktad 11 T(n) = T(2n/3) + 1

f(n) =17n° = %3’

1=0(n
Ztozonos¢ ©(n®lg n) = O(Ig n)
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