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Drzewo poszukiwan binarnych (Binary Search Tree, BST) -
dynamiczna struktura danych oparta na drzewie binarnym.Drzewo
BST moze by¢ wykorzystane jako:

@ stownik

o kolejka priorytetowa (w przypadku pesymistycznym gorsza
ztozonos¢ niz przy uzyciu kopca binarnego)
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@ Drzewo T posiada atrybut T.root wskazujacy na korzen tego
drzewa.
o Kazdy wezet x drzewa T jest rekordem posiadajacym
nastepujace pola:
o x.key — klucz (warto$¢ przechowywana przez wezet x)
e x.p — wskaznik do ojca wezta x
o x.left — wskaznik do lewego syna wezta x



Drzewo poszukiwan binarnych

Reprezentacja drzewa BST za pomoca struktur wskaznikowych:

@ Drzewo T posiada atrybut T.root wskazujacy na korzen tego
drzewa.
o Kazdy wezet x drzewa T jest rekordem posiadajacym
nastepujace pola:
o x.key — klucz (warto$¢ przechowywana przez wezet x)
e x.p — wskaznik do ojca wezta x
o x.left — wskaznik do lewego syna wezta x
o x.right — wskaznik do prawego syna wezta x
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Witasnos¢ drzewa BST:
o Niech x bedzie weztem w drzewie BST. Jesli y jest weztem
znajdujacym sie w lewym poddrzewie wezta x, to
y.key < x.key
@ ajesli y jest weztem znajdujacym sie w prawym poddrzewie
wezta x, to x.key < y.key
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Przechodzenie drzewa BST metoda inorder
Klucz korzenia poddrzewa zostaje wypisany miedzy wartosciami z
jego lewego poddrzewa a warto$ciami z jego prawego poddrzewa.
procedure INORDER-TREE-WALK(x)
if x # NIL

INORDER-TREE-WALK(x.left)

write(x.key)

INORDER-TREE-WALK(x.right)
Wywotanie INORDER-TREE-WALK(T.root) powoduje wypisanie w

porzadku niemalejacym kluczy wszystkich elementéw drzewa BST o
n weztach, w czasie ©(n).
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Inne metody przechodzenia drzewa BST:

@ Metoda preorder: klucz korzenia zostaje wypisany przed
warto$ciami znajdujacymi sie w obu poddrzewach.

@ Metoda postorder: klucz korzenia zostaje wypisany po
wartosciach znajdujacych sie w obu poddrzewach.
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Wyszukiwanie w drzewie BST - idea
@ Wyszukiwanie rozpoczynamy w korzeniu drzewa.

o Kiedy algorytm odwiedza wezet x, poréwnujemy jego klucz z
szukang wartoscig k.

o Jesli x.key = k, to poszukiwanie zakonczyto sie sukcesem -
zwracamy wezet x.

o Jesli k < x.key, to przechodzimy do lewego syna wezta x
(przeszukujemy lewe poddrzewo).

o Jesli k > x.key, to przechodzimy do prawego syna wezfa x
(przeszukujemy prawe poddrzewo).

o Jesli x = NIL, to wartos¢ k nie wystepuje w drzewie.

e Algorytm dziata w czasie O(h), gdzie h jest wysokoscia drzewa.
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Wyszukiwanie w drzewie BST — wersja rekurencyjna
procedure TREE-SEARCH(x, k)
if x = NIL or x.key = k
return x
if k < x.key
return TREE-SEARCH(x.left, k)
else
return TREE-SEARCH(x.right, k)
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Wyszukiwanie w drzewie BST — wersja rekurencyjna
procedure TREE-SEARCH(x, k)
if x = NIL or x.key = k
return x
if k < x.key
return TREE-SEARCH(x.left, k)
else
return TREE-SEARCH(x.right, k)
Wywotanie: TREE-SEARCH(T.root, k)
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Wyszukiwanie w drzewie BST — wersja iteracyjna
procedure TREE-SEARCH(x, k)
while x # NIL and x.key # k
if k < x.key
x = x.left
else
X = X.right
return Xx
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Wyszukiwanie w drzewie BST — wersja iteracyjna
procedure TREE-SEARCH(x, k)
while x # NIL and x.key # k
if k < x.key
x = x.left
else
X = X.right
return Xx
Wywoftanie: ITERATIVE-TREE-SEARCH(T.root, k)
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Wyszukiwanie wezta o najmniejszym i najwiekszym kluczu w
poddrzewie o korzeniu w wezle x
procedure TREE-MINIMUM(x)
while x.left # NIL
x = x.left
return Xx



Drzewo poszukiwan binarnych

Wyszukiwanie wezta o najmniejszym i najwiekszym kluczu w
poddrzewie o korzeniu w wezle x
procedure TREE-MINIMUM(x)
while x.left # NIL
X = X.left
return x
procedure TREE-MAXIMUM(x)
while x.right # NIL
X = x.right
return x
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Wyszukiwanie wezta o najmniejszym i najwiekszym kluczu w

poddrzewie o korzeniu w wezle x
procedure TREE-MINIMUM(x)

while x.left # NIL

x = x.left

return Xx
procedure TREE-MAXIMUM(x)

while x.right # NIL

X = x.right

return x
Ztozono$¢: O(h) dla drzewa o wysokosci h.
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przechodzenia drzewa w porzadku inorder zostanie
odwiedzony bezposrednio po x.
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o Nastepnik wezta x w drzewie BST — wezet, ktéry podczas
przechodzenia drzewa w porzadku inorder zostanie
odwiedzony bezposrednio po x.

o Jesli wszystkie klucze w drzewie sa rozne, to nastepnikiem
wezta x jest wezet o najmniejszym kluczu wiekszym niz x.key.

@ Jesli x zostaje odwiedzony jako ostatni wezet podczas
przechodzenia drzewa w porzadku inorder (x ma najwiekszy
klucz w drzewie, o ile wszystkie klucze sa rézne), to jego
nastepnikiem jest NIL.

o Poprzednik wezta x w drzewie BST — wezet, ktéry podczas
przechodzenia drzewa w porzadku inorder zostanie
odwiedzony bezposrednio przed x.
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o Jesli prawe poddrzewo wezta x jest niepuste, to nastepnikiem x
jest wezet potozony najbardziej na lewo w tym poddrzewie.

o Jesli prawe poddrzewo wezta x jest puste, to nastepnikiem x
jest jego najnizszy przodek y, ktorego lewy syn jest takze
przodkiem x.

@ Algorytm opiera sie wytacznie na powyzszych wtasnosciach
(nie poréwnuje kluczy weztéw).

@ Ztozonos¢: O(h) dla drzewa o wysokosci h.
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Znajdowanie nastepnika wezta x
procedure TREE-SUCCESSOR(x)
if x.right # NIL
return TREE-MINIMUM(x.right)
y = X.p
while y # NIL and x = y.right
X =Yy
y =Yy.p
return y
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Wstawianie elementu do drzewa BST - idea:

o Aby wstawi¢ do drzewa BST klucz v, tworzymy wezet z, dla
ktorego z.key = v oraz z.right = z.left = NIL, a nastepnie
przekazujemy go do procedury wstawiajacej wezet

@ Miejsce, w ktore nalezy wstawi¢ wezet z, znajdujemy
przechodzac po Sciezce od korzenia w dét drzewa, analogicznie
jak w przypadku wyszukiwania klucza v

@ Wezet wstawiamy na koncu przebytej $ciezki (jako nowy lis¢
drzewa)

e Ztozono$¢: O(h) dla drzewa o wysokosci h.
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procedure TREE-INSERT(T, z)

y = NIL
X = T.root
while x # NIL
y = X
if z.key < x.key
x = X.left
else
X = X.right
zZ.p=y
if y = NIL
T.root

z

else if z.key < y.key

y.left
else
y.right = z

z
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Sortowanie drzewiaste tablicy A[1..n] — idea:
e Utwoérz drzewo BST z elementow A[1], A[2], .. ., A[n], np.
wywotujac nrazy procedure TREE-INSERT
o Wypisz klucze elementéw drzewa we wtasciwej kolejnosci, za
pomoca procedury INORDER-TREE-WALK (w czasie |©(n))
Z twierdzenia o dolnym ograniczeniu ztozonosci sortowania za
pomoca poréwnan wynika, ze kazdy algorytm tworzenia drzewa
BST z ciagu n elementéw wymaga w przypadku pesymistycznym
czasu Q(nlg n).
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Sortowanie drzewiaste — ztozonos¢:
@ W przypadku optymistycznym powstanie drzewo o wysokosci
h = ©(lg n). Algorytm sortowania drzewiastego bedzie dziata¢
w czasie ©(nlg n).
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Sortowanie drzewiaste — ztozonos¢:

@ W przypadku optymistycznym powstanie drzewo o wysokosci
h = ©(lg n). Algorytm sortowania drzewiastego bedzie dziata¢
w czasie ©(nlg n).

@ W przypadku pesymistycznym powstanie tancuch, czyli
drzewo o wysokosci h = n — 1. Algorytm sortowania
drzewiastego bedzie dziata¢ w czasie ©(n?)
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Usuwanie elementu z drzewa BST - idea:

@ Do procedury przekazujemy wskaznik do usuwanego wezta z
(jesli chcemy usunaé pewien klucz, trzeba najpierw znalez¢é
zawierajacy go wezet)

o Jesli z jest lisciem, mozna go usuna¢, zastepujac wskaznik do z
W jego ojcu z.p statg NIL

o Jesli z ma jednego syna, to staje sie on synem wezta z.p

o Jesli z ma dwoch synéw, to zamiast wezta z usuwamy z drzewa
jego nastepnik y, po czym zastepujemy zawarto$¢ (klucz) wezta
z zawartos$cia (kluczem) wezta y

e Ztozono$¢: O(h) dla drzewa o wysokosci h
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procedure TREE-DELETE(T, z)

if z.left = NIL or z.right = NIL

y =2
else y = TREE-SUCCESSOR(z)
if y.left # NIL

x = y.left
else x = y.right

if x # NIL

X.p=Yy.p

if y.p = NIL

T.root = x

else if y = y.p.left
y.p.left X

else y.p.right = x

ify #£ 2z

z.key = y.key // skopiuj zawartos¢ dodatkowych pél z y do z
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Zréwnowazone drzewa binarne:
@ Drzewo binarne T nazywamy zrédwnowazonym, jesli dla
dowolnego wezta x tego drzewa wysokosci jego lewego i
prawego poddrzewa réznia sie co najwyzej o 1
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Zréwnowazone drzewa binarne:

@ Drzewo binarne T nazywamy zrédwnowazonym, jesli dla
dowolnego wezta x tego drzewa wysokosci jego lewego i
prawego poddrzewa réznia sie co najwyzej o 1

@ Zréwnowazone drzewo binarne T nazywamy doskonale
zrébwnowazonym, jesli wszystkie jego liscie znajduja sie na co
najwyzej dwoch poziomach



Drzewo poszukiwan binarnych

Zréwnowazone drzewa binarne:

@ Drzewo binarne T nazywamy zrédwnowazonym, jesli dla
dowolnego wezta x tego drzewa wysokosci jego lewego i
prawego poddrzewa réznia sie co najwyzej o 1

@ Zréwnowazone drzewo binarne T nazywamy doskonale
zrébwnowazonym, jesli wszystkie jego liscie znajduja sie na co
najwyzej dwoch poziomach

@ Wysokos¢ zrbwnowazonego drzewa binarnego o n weztach jest
rzedu O(Ig n)
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Ztozono$¢ operacji na drzewie BST o n weztach:
@ Podstawowe operacje na drzewie BST (r6zne rodzaje
wyszukiwania, wstawianie, usuwanie) dziatajg w czasie O(h),
gdzie h jest wysokoscia drzewa
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Ztozono$¢ operacji na drzewie BST o n weztach:

@ Podstawowe operacje na drzewie BST (r6zne rodzaje
wyszukiwania, wstawianie, usuwanie) dziatajg w czasie O(h),
gdzie h jest wysokoscia drzewa

@ Wysokos¢ h drzewa BST o n weztach spetnia zaleznos¢
llgn] <h<n-—1
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Ztozono$¢ operacji na drzewie BST o n weztach:

@ Podstawowe operacje na drzewie BST (r6zne rodzaje
wyszukiwania, wstawianie, usuwanie) dziatajg w czasie O(h),
gdzie h jest wysokoscia drzewa

@ Wysokos¢ h drzewa BST o n weztach spetnia zaleznos¢
llgn] <h<n-—1

@ W ogblnym przypadku podstawowe operacje na
n-elementowym drzewie BST dziataja w czasie O(n)
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Ztozono$¢ operacji na drzewie BST o n weztach:

@ Podstawowe operacje na drzewie BST (r6zne rodzaje
wyszukiwania, wstawianie, usuwanie) dziatajg w czasie O(h),
gdzie h jest wysokoscia drzewa

@ Wysokos¢ h drzewa BST o n weztach spetnia zaleznos¢
llgn] <h<n-—1

@ W ogblnym przypadku podstawowe operacje na
n-elementowym drzewie BST dziataja w czasie O(n)

o Podstawowe operacje na zrbwnowazonym n-elementowym
drzewie BST dziataja w czasie O(Ig n)



Drzewo poszukiwan binarnych

Ztozono$¢ operacji na drzewie BST o n weztach:

Podstawowe operacje na drzewie BST (rézne rodzaje
wyszukiwania, wstawianie, usuwanie) dziatajg w czasie O(h),
gdzie h jest wysokoscia drzewa

Wysokos¢ h drzewa BST o n weztach spetnia zaleznosc¢
llgn] <h<n-—1

W ogdlnym przypadku podstawowe operacje na
n-elementowym drzewie BST dziataja w czasie O(n)

Podstawowe operacje na zréwnowazonym n-elementowym
drzewie BST dziataja w czasie O(Ig n)

W zastosowaniach, w ktérych wazna jest ztozono$¢ operacji na
drzewie BST, wykorzystuje sie oparte na nim struktury danych
zapewniajace zrbwnowazenie drzewa (np. drzewa AVL, drzewa
czerwono-czarne)



