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@ Sortowanie polega na ustawianiu w zadanej kolejnosci
elementéw pewnego ciggu.

e Domyslnie przyjmujemy, ze nalezy ustawi¢ liczby zawarte w
tablicy A[1..n] w porzadku niemalejacym.

@ Sortowanie w miejscu oznacza, ze wszystkie oprécz statej
liczby elementéw znajduja sie caty czas w tej samej tablicy.

@ Algorytm sortowania jest przyrostowy, jesli po kazdym
gtéwnym kroku tego algorytmu roénie rozmiar posortowane;
czesci tablicy.
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Sortowanie przez wstawianie (insertion sort)

@ Majac posortowang tablice A[1..j-1], wstawiamy element
ATj] na wiasciwe miejsce w tej tablicy, otrzymujac
posortowang tablice A[1..j]

@ powtarzamy powyzszy proces dla j=2,...,n.
@ Sortowanie w miejscu.

o Metoda przyrostowa.
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Sortowanie przez wstawianie

procedure SORT-W(A, n)
int array A[l..n]
int n, r

for j=2ton
r = A[j]
i=3-1
while i > 0 and A[il>r
Afi + 1] = A[i]
i=1i-1
Ali + 1] =1
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Sortowanie przez wstawianie

o W kazdej iteracji petli for wykonana jest petla while oraz
pewna stafa liczba operacji.
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Sortowanie przez wstawianie

o W kazdej iteracji petli for wykonana jest petla while oraz
pewna stafa liczba operacji.

@ Liczba iteracji petli while zalezy od kolejnosci danych
wejsciowych.

o W kazdej iteracji petli while wykonana jest stata liczba
operacji.

o Niech t; oznacza liczbe sprawdzen warunku petli while dla
Jj=2,...,n.

® Ztozonos¢ algorytmu 37 ,(O(1) + t;0(1)) = (31, t)).
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Sortowanie przez wstawianie

@ Ztozonos¢ optymistyczna:
Dane wejsSciowe s3 posortowane niemalejaco
B(n) = ©(n).

o Ztozonos¢ pesymistyczna:

Dane wejsciowe s3 posortowane malejgco
W(n) = ©(n?).
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Sortowanie babelkowe (bubble sort)

@ Przegladamy tablice A[1..n], zamieniajac miejscami dwie
sasiednie liczby, jesli s3 ustanowione w niewtasciwej kolejnosci.

o Po przejsciu catej tablicy jej najwickszy element znajdzie sie na
ostatniej pozycji.

o Powtarzamy powyzszy proces dla coraz krétszych podtablic:
Al1..n-1], A[1..n-2],...,A[1..2]

@ Sortowanie w miejscu.

@ Metoda przyrostowa.
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Sortowanie babelkowe

procedure SORT-B(A, n)
int array A[l..n]
int n, r
for i = n - 1 downto 1
for j=1to 1l
if A[j] > A[j + 1]
AT3] <-> A[j + 1]
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Sortowanie babelkowe

e W kazdej iteracji zewnetrznej petli for wykonywana jest
wewnetrzna petla for.

o Liczba iteracji wewnetrznej petli for wynosi i dla
i=n-—1,...,1.
o W kazdej iteracji wewnetrznej petli for wykonana jest stata

liczba operacji.
n—1

o Ztozonosé algorytmu: O3~ i) = ©(n?) w przypadku
optymistycznym i pesymistycznym.



Sortowanie przez scalanie
000000

Sortowanie przez scalanie (merge sort)

o Podzieli¢ tablice na dwie podtablice.



Sortowanie przez scalanie
000000

Sortowanie przez scalanie (merge sort)

o Podzieli¢ tablice na dwie podtablice.

@ Posortuj rekurencyjnie kazda z tych podtablic.



Sortowanie przez scalanie
000000

Sortowanie przez scalanie (merge sort)

o Podzieli¢ tablice na dwie podtablice.
@ Posortuj rekurencyjnie kazda z tych podtablic.

@ Scal posortowane podtablice w jedng posortowang tablice.



Sortowanie przez scalanie
000000

Sortowanie przez scalanie (merge sort)

Podzieli¢ tablice na dwie podtablice.
Posortuj rekurencyjnie kazdg z tych podtablic.

Scal posortowane podtablice w jedng posortowana tablice.

Metoda dziel i zwyciezaj.



Sortowanie przez scalanie
000000

Sortowanie przez scalanie (merge sort)

Podzieli¢ tablice na dwie podtablice.

Posortuj rekurencyjnie kazdg z tych podtablic.

°
°
@ Scal posortowane podtablice w jedng posortowang tablice.
@ Metoda dziel i zwyciezaj.

°

Elementy nie s3 sortowane w miejscu.
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Scalanie posortowanych tablic - idea

@ Scalamy posortowane niemalejgco tablice B[1..n] o C[1..m]

@ Aby znalez¢ najmniejszy element (w obu tablicach facznie),
wystarczy poréwnaé B[1] z C[1]. Wybrany element
przepisujemy do tablicy wynikowej.

o W kazdym kroku algorytmu wybieramy mniejszy z dwéch
elementéw: pierwszego jeszcze niewybranego z tablicy B i
pierwszego niewybranego z tablicy C.

@ Co zrobi¢, kiedy przepiszemy wszystkie elementy z ktérej$ z
tablic?
przepisujemy wszystkie elementy z drugiej tablicy.

@ Jesli chcemy scali¢ czesci tablicy A, to najpierw przepisujem je
do tablicy B i C.
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Scalanie

procedure SCAL(A, p, q, 1)
int array A[l..n], array B[1..r]
int p, q, r, 1, j, k

1 =D
j=q+1
k=p

while (i <= q) and (j <= r)
if A[i] <= A[j]
B[k] = A[i]
i=1i+1
else
B[k] = A[j]
j=3j+1
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Scalanie cd.

while i <= q

Blk] = A[i]
i=1+1
k=k+1
while j <=r
Blk] = A[j]
j=3+1
k=k+1

for i =ptor
Afi] = B[i]
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Sortowanie przez scalanie

procedure SORT-SCAL(A, p, r)

int array A[1l..n]

int p, q, r
if p<r

q=(p+ 1) DIV 2
SORT-SCAL(A, p, q)
SORT-SCAL(A, q + 1, 1)
SCAL(A, p, q, 1)
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Sortowanie przez scalanie - ztozonos¢

e Podziat zadania na podproblemy (znalezienie srodka tablicy):
czas ©(1).
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Sortowanie przez scalanie - ztozonos¢

e Podziat zadania na podproblemy (znalezienie srodka tablicy):
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czas 2- T(3).

o Potaczenie rozwiagzan podprobleméw (scalanie): czas ©(n).
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Sortowanie przez scalanie - ztozonos¢

e Podziat zadania na podproblemy (znalezienie srodka tablicy):
czas ©(1).

@ Rozwiazanie rekurencyjne dwéch podprobleméw rozmiaru 7:

czas 2- T(3).

Pofaczenie rozwiazan podprobleméw (scalanie): czas ©(n).

Otrzymujemy rekurencje T(n) =2- T(5) + ©(n).

Z twierdzenia o rekurencji uniwersalne T(n) = ©(n - Ign).
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Sortowanie szybkie (quicksort)

@ Podziel tablice Alp..r] na dwie podtablice A[p..q - 1] i
Alg + 1..r], takie ze elementy tablicy A[p..q - 1] s3 nie
wieksze niz element rozdzielajacy Alq], a elementy tablicy
Alq + 1..r] s3 nie mniejsze niz Al[q].
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Sortowanie szybkie (quicksort)

@ Podziel tablice Alp..r] na dwie podtablice A[p..q - 1] i
Alg + 1..r], takie ze elementy tablicy A[p..q - 1] s3 nie
wieksze niz element rozdzielajacy Alq], a elementy tablicy
Alq + 1..r] s3 nie mniejsze niz Al[q].

o Posortuj rekurencyjnie kazda z tych podtablic.
e Metoda dziel i zwyciezaj.

@ Sortowanie w miejscu.
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Sortowanie szybkie - pseudokod

procedure QUICK-SORT(A, p, r)
int array A[l..n]
int p, r

if p<r
q = PODZIAL(A,p,r)
QUICK-SORT(A, p, q - 1)
QUICK-SORT(A, q + 1, 1)
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Sortowanie szybkie - podziat

procedure PODZIAL(A, p, r)
int array A[l..n]
int p, r, x, 1

x = Alr]
i=p-1

for j=ptor -1
if A[j] < x
i=1+1
A[il <-> A[j]

Ali + 1] <-> A[r]

return i + 1
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Sortowanie szybkie - ztozonos¢ pesymistyczna

o W przypadku pesymistycznym podziaty tablicy sg skrajnie
niezréwnowazone. Jedna z podtablic ma dtugos¢ 0, a druga
n - 1.
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Sortowanie szybkie - ztozonos¢ pesymistyczna

o W przypadku pesymistycznym podziaty tablicy sg skrajnie
niezréwnowazone. Jedna z podtablic ma dtugos¢ 0, a druga
n - 1.

@ Funkcja PODZIAL dziata w czasie ©(n).

e Zatem W(n) = W(n— 1)+ ©(n).

o Stosujac metode podstawiania, otrzymujemy W(n) = ©(n?).
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Sortowanie szybkie - ztozonos¢ pesymistyczna

W przypadku pesymistycznym podziaty tablicy sa skrajnie
niezréwnowazone. Jedna z podtablic ma dtugos¢ 0, a druga
n - 1.

Funkcja PODZIAL dziata w czasie ©(n).

Zatem W(n) = W(n— 1)+ ©(n).

Stosujac metode podstawiania, otrzymujemy W(n) = ©(n?).

Przypadek pesymistyczny zachodzi nie tylko wtedy, gdy tablica
wejéciowa jest posortowana nierosnaco, ale takze gdy jest
posortowana niemalejgco.
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Sortowanie szybkie - ztozonos¢ optymistyczna

o W przypadku optymistycznym podziaty tablicy sa idealnie

zréwnowazone. Dtugo$¢ kazdej podtablicy nie przekracza 7.
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Sortowanie szybkie - ztozonos¢ optymistyczna

o W przypadku optymistycznym podziaty tablicy sa idealnie
zréwnowazone. Dtugos¢ kazdej podtablicy nie przekracza 2

5.
o Funkcja PODZIAL dziata w czasie O(n).
e Zatem B(n) =2- B(4)+ ©(n).
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Sortowanie szybkie - ztozonos¢ optymistyczna

o W przypadku optymistycznym podziaty tablicy sa idealnie
zréwnowazone. Dtugo$¢ kazdej podtablicy nie przekracza 7.

o Funkcja PODZIAL dziata w czasie O(n).

e Zatem B(n) =2- B(4)+ ©(n).

@ Z twierdzenia o rekurencji uniwersalnej otrzymujemy

B(n) =©(n-lgn).
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Sortowanie szybkie - ztozonos¢ optymistyczna

W przypadku optymistycznym podziaty tablicy s3 idealnie
zréwnowazone. Dtugo$¢ kazdej podtablicy nie przekracza 7.
Funkcja PODZIAL dziata w czasie ©(n).

Zatem B(n) =2- B(5) + ©(n).

Z twierdzenia o rekurencji uniwersalnej otrzymujemy

B(n) =©(n-lgn).

Mozna wykazaé, ze ztozonos¢ w przypadku $rednim réwniez
wynosi ©(n - Ig n).
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Sortowanie szybkie - randomizowana wersja

Zastepujemy funkcje PODZIAL nastepujaca funkcja: procedure
LOSOWY-PODZIAL(A, p, 1)
int array A[l..n]
int p, r, x, 1
i = RANDOM(p, T)
Alr] <-> A[i]
return PODZIAL(A, p, 1)
Oczekiwany czas dziatania algorytmu dla dowolnej tablicy
zawierajacej rézne elementy wynosi ©(n - Ig n).
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@ Zatozenie: Sortujemy tablice A[1..n] zawierajaca liczby
catkowite z zakresu od 0 do k.
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Sortowanie przez zliczanie (counting sort)

@ Zatozenie: Sortujemy tablice A[1..n] zawierajaca liczby
catkowite z zakresu od 0 do k.

@ W pomocniczej tablicy C[0. .k] dla kazdego elementu tablicy
A obliczmy, ile jest elementéw nie wiekszych od niego.

@ Na podstawie tej informacji obliczamy pozycje, ktéra dany
element powinien zajaé w posortowanej tablicy. Uwaga: réwne
elementy nie moga trafi¢ na te sama pozycje.

@ Elementy nie sg sortowane w miejscu. Wynik sortowania
zapisujemy w tablicy B[1. .n].



Sortowanie przez zliczanie - pseudokod

procedure COUNTING-SORT(A, B)
int array A[1..n]
int array B[1..n]
int array C[O0..k]
for 1 = 0 to k
Clil =0
for j=1ton
C[A[j1] = CIA[31] + 1
for i =1 to k
Clil = C[i] + C[i - 1]
for j = n downto 1
BLC[A[j1]1] = A[j]
C[A[j1] = CIA[31] - 1
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Sortowanie przez zliczanie - ztozono$¢ i stabilnos¢

o Czas dziatania sortowania przez zliczanie wynosi ©(n + k).

e Zatem jesli k = O(n), to sortowanie przez zliczanie dziata w
czasie ©(n).

@ Sortowanie przez zliczanie jest stabilne: réwne elementy
zachowuja taka sama kolejnos¢, jaka miaty w wejsciowe;]
tablicy.

@ Stabilnos¢ sortowania moze by¢ przydatna, kiedy z
sortowanymi elementami zigzane s dodatkowe dane.



Poprawno$¢ algorytméw

@ Algorytm A jest poprawny < dla kazdych poprawnych danych
wejsciowych algorytm A zatrzymuje sie i daje poprawny wynik.
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kazda iteracja).



Poprawno$¢ algorytméw

@ Algorytm A jest poprawny < dla kazdych poprawnych danych
wejsciowych algorytm A zatrzymuje sie i daje poprawny wynik.

@ Algorytm A jest czesciowo poprawny < dla kazdych
poprawnych danych wejsciowych, jezeli algorytm A zatrzymuje
sie, to daje poprawny wynik.

@ Zdanie logiczne p nazywamy niezmiennikiem petli L, jesli p jest
prawdziwe przed rozpoczeciem wykonania 1 oraz p jest
prawdzie po kazdej iteracji tej petli (lub, réwnowaznie, przed
kazda iteracja).

@ Pojecie niezmiennika petli jest uzyteczne w dowodzeniu
poprawnosci algorytméw.



Przyktad 1: poprawnos$¢ sortowania przez wstawianie.

procedure SORT-W(A, n)
int array A[l..n]
int n, r
for j=2ton
r = A[j]
i=3-1
while i > 0 and A[i]l > r
Afi + 1] = A[i]
i=1i-1
Ali + 1] =1



Poprawno$¢ algorytméw

o Niezmiennik petli for: na poczatku kazdej iteracji tej petli
fragment tablicy A[1..j-1] sktada sie z elementéw
znajdujacych sie pierwotnie w A[1..j-1], ale posortowanych

niemalejaco.



Poprawno$¢ algorytméw

o Niezmiennik petli for: na poczatku kazdej iteracji tej petli
fragment tablicy A[1..j-1] sktada sie z elementéw
znajdujacych sie pierwotnie w A[1..j-1], ale posortowanych
niemalejaco.

e Inicjalizacja: na poczatku pierwszej iteracji petli for mamy j
= 2. Fragment tablicy A[1..j - 1] sktada sie z jednego
elementu A[1], ktéry od poczatku znajdowat sie na tej
pozycji, 1 oczywiScie jest posortowany.



Poprawno$¢ algorytméw

e Utrzymanie: nieformalnie, pojedyncza iteracja petli for polega
na przesuwaniu elementéw A[j - 11, A[j - 21, A[j - 3]
itd. o jedna pozycje w prawo az do znalezienia wtasciwego
miejsca na A[j]. Zatem jesli niezmiennik petli byt prawdziwy
przed wykonaniem tej iteracji, to po jej wykonaniu fragment
tablicy A[1..j zawiera posortowane elementy znajdujace sie
pierwotnie w tej podtablicy.



Poprawno$¢ algorytméw

e Utrzymanie: nieformalnie, pojedyncza iteracja petli for polega
na przesuwaniu elementéw A[j - 11, A[j - 21, A[j - 3]
itd. o jedna pozycje w prawo az do znalezienia wtasciwego
miejsca na A[j]. Zatem jesli niezmiennik petli byt prawdziwy
przed wykonaniem tej iteracji, to po jej wykonaniu fragment
tablicy A[1..j zawiera posortowane elementy znajdujace sie
pierwotnie w tej podtablicy.

e Uwaga! Formalny dowéd utrzymania niezmiennika petli
wymagatby sformutowania i udowodnienia niezmiennika petli
while.



Poprawno$¢ algorytméw

e Zakonczenie: petli for koAczy sie, kiedy j osiaga wartos¢ n +
1. Wstawiajac j = n + 1 w sformutowaniu niezmiennika petli,
wnioskujemy, ze fragment A[1..n], czyli cata tablica, zawiera
znajdujace sie w niej poczatkowo elementy, posortowane
niemalejaco.
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niemalejaco.

@ Za pomoca niemziennika petli pokazalismy, ze jesli algorytm
sortowania sie zakonczy, to zwréci prawidtowy wynik. Ponadto
petla for ma doktadnie n - 1 iteracji, a zawarta w niej petli
while wykona co najwyzej j iteracji dla kazdej wartosci j
przyjmowanej w petli for. Zatem algorytm zawsze sie
zatrzymuje.



Poprawno$¢ algorytméw

e Zakonczenie: petli for koAczy sie, kiedy j osiaga wartos¢ n +
1. Wstawiajac j = n + 1 w sformutowaniu niezmiennika petli,
wnioskujemy, ze fragment A[1..n], czyli cata tablica, zawiera
znajdujace sie w niej poczatkowo elementy, posortowane
niemalejaco.

@ Za pomoca niemziennika petli pokazalismy, ze jesli algorytm
sortowania sie zakonczy, to zwréci prawidtowy wynik. Ponadto
petla for ma doktadnie n - 1 iteracji, a zawarta w niej petli
while wykona co najwyzej j iteracji dla kazdej wartosci j
przyjmowanej w petli for. Zatem algorytm zawsze sie
zatrzymuje.

@ Whiosek: algorytm sortowania przez wstawianie jest poprawny.



Przyktad 2: poprawnos¢ funkcji PODZIAt wykorzystywane;

w sortowaniu szybkim.

procedure PODZIAL(A, p, r)
int array A[1..n]
int p, r, x, 1

x = Alr]
i=p-1

for j=ptor -1
if A[j] < x
i=1+1
A[il <-> A[j]

ATi + 1] <-> A[r]

return i + 1



Poprawno$¢ algorytméw

e Niezmiennik petli for: na poczatku kazdej iteracji tej petli
dla kazdego indeksu k w tablicy Alp..r] zachodza zaleznosci:
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e Niezmiennik petli for: na poczatku kazdej iteracji tej petli
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e Niezmiennik petli for: na poczatku kazdej iteracji tej petli

dla kazdego indeksu k w tablicy Alp..r] zachodza zaleznosci:
Q Jesli p< k <i, to Alk] < x.
Q Jeslii+1<k<j—1, to Alk] > x.
© Jesli k =r, to Alk] = x.

e Inicjalizacja: przed pierwsza iteracja petli for mamy i=p—1
oraz j = p. Nie istnieje wiec takie k, ze p < k < i lub
i+1<k<j—1.Dla k=r mamy A[k] = x dzieki wykonaniu
pierwszej instrukcji algorytmu.
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e Utrzymanie: rozwazmy dwa przypadki:
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e Utrzymanie: rozwazmy dwa przypadki:

Q A[j] > x. Wéwczas jedynym dziataniem wykonanym w petli
jest zwiekszenie j. Po tym zwiekszeniu dla k = j — 1 jest
spetniony warunek A[k] > x. Warunki dla pozostatych
elementéw pozostaja bez zmian, wiec s3 spetnione.
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e Utrzymanie: rozwazmy dwa przypadki:

Q A[j] > x. Wéwczas jedynym dziataniem wykonanym w petli
jest zwiekszenie j. Po tym zwiekszeniu dla k = j — 1 jest
spetniony warunek A[k] > x. Warunki dla pozostatych
elementéw pozostaja bez zmian, wiec s3 spetnione.

Q@ A[j] < x. Wéwczas zwigkszana jest wartos¢ i, elementy A[/] i
Alj] sa zamieniane, a nastepnie zwieksza sie j. Dla k =i
mamy A[k] < x ze wzgledu na dokonang zamiane. Podobnie
dla k = j — 1 mamy A[k] > x, poniewaz wstawiony na te
pozycje element pochodzit z obszaru wartosci wiekszych od x.



Poprawno$¢ algorytméw

e Zakonczenie: petla for koriczy sie, kiedy j osiaga wartosé r.
Tablica zostata wiec podzielona na trzy obszary: dla p < k <
mamy A[k] < x,dlai+1<k<r—1mamy A[k] > x, oraz
Alr] = x.
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Tablica zostata wiec podzielona na trzy obszary: dla p < k <
mamy A[k] < x,dlai+1<k<r—1mamy A[k] > x, oraz
Alr] = x.

@ Ostatnie dwie instrukcje powoduja przestawienie elementu x
na miejsce pomiedzy czeSciami tablicy zawierajacymi elementy
nie wieksze od x i elementy wieksze od x, a nastepnie
zwrécenie pozycji elementu x. Otrzymujemy zatem poprawny
podziat tablicy.
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e Zakonczenie: petla for koriczy sie, kiedy j osiaga wartosé r.
Tablica zostata wiec podzielona na trzy obszary: dla p < k <
mamy A[k] < x,dlai+1<k<r—1mamy A[k] > x, oraz
Alr] = x.

@ Ostatnie dwie instrukcje powoduja przestawienie elementu x
na miejsce pomiedzy czeSciami tablicy zawierajacymi elementy
nie wieksze od x i elementy wieksze od x, a nastepnie
zwrécenie pozycji elementu x. Otrzymujemy zatem poprawny
podziat tablicy.

@ Petla for wykonuje doktadnie r — p iteracji. Zatem algorytm
zawsze sie zatrzymuje.
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Zakonczenie: petla for konczy sie, kiedy j osiaga wartos¢ r.
Tablica zostata wiec podzielona na trzy obszary: dla p < k <
mamy A[k] < x,dlai+1<k<r—1mamy A[k] > x, oraz
Alr] = x.

Ostatnie dwie instrukcje powoduja przestawienie elementu x
na miejsce pomiedzy czeSciami tablicy zawierajacymi elementy
nie wieksze od x i elementy wieksze od x, a nastepnie
zwrécenie pozycji elementu x. Otrzymujemy zatem poprawny
podziat tablicy.

Petla for wykonuje doktadnie r — p iteracji. Zatem algorytm
zawsze sie zatrzymuje.

Whiosek: algorytm PODZIAL jest poprawny.



	Problem sortowania
	Sortowanie przez wstawianie
	Sortowanie bąbelkowe
	Sortowanie przez scalanie
	Sortowanie szybkie
	Sortowanie przez zliczanie
	Poprawność algorytmów

