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Algorytmy z powrotami

Algorytmy z powrotami wykorzystujemy do rozwigzywania
probleméw, w ktérych z okre$lonego zbioru obiektéw jest wybierana
ich sekwencja spetniajaca okreslone kryteria.
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probleméw, w ktérych z okre$lonego zbioru obiektéw jest wybierana
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glab drzewa reprezentujacego tworzenie mozliwych sekwencji
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@ Zaczynamy od korzenia drzewa

@ Dla kazdego poddrzewa najpierw odwiedzamy jego korzen, a
nastepnie rekurencyjnie przeszukujemy wszystkich jego synow

o Odwiedzenie liscia drzewa oznacza wygenerowanie petnej
sekwencji obiektow (potencjalnego rozwigzania problemu)



Algorytmy z powrotami

Przyktad 1: drzewo reprezentujace tworzenie wszystkich ciagow
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Przyktad 1: drzewo reprezentujace tworzenie wszystkich ciagow
dtugosci 3 sktadajacych sie z liter "a", "b" i "c".

Korzen drzewa przedstawia ciagg pusty

Korzen ma trzech synéw o kluczach "a", "b" i "c" Reprezentuja
oni wybor odpowiedniej litery jako pierwszego elementu ciagu
Kazdy wezet z pierwszego poziomu réwniez ma trzech synéw o
kluczach "a", "b" i "c". Przedstawiaja oni wybdr odpowiedniej
litery jako drugiego elementu ciagu

Analogicznie, kazdy wezet z drugiego poziomu ma trzech
synéw odpowiadajgcych za wybdr trzeciego elementu ciggu
Kazda $ciezka od korzenia w dét do liscia odpowiada jednemu
ciagowi dtugosci 3
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@ Przejscie drzewa w giab zaczyna sie od przejscia jedna Sciezka
od korzenia w dot tak gteboko, jak to jest mozliwe. Po
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wierzchotka z nieodwiedzonymi synami i zndéw przechodzimy
w gtab (kolejna Sciezka) tak daleko, jak to mozliwe
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osiagnieciu Slepego zautka powracamy w gore do najblizszego
wierzchotka z nieodwiedzonymi synami i zndéw przechodzimy
w gtab (kolejna Sciezka) tak daleko, jak to mozliwe

o Jesli generowane sekwencje maja spetnia¢ pewne dodatkowe
kryteria, w czasie odwiedzania pewnych weztéw moze okaza¢
sie, ze nie moga one doprowadzi¢ do poprawnego rozwigzania.
Wezty takie nazywamy nieobiecujacymi. Pozostate wezty sa
obiecujace

o Jesli stwierdzimy, ze wezet drzewa jest nieobiecujacy, nie
przeszukujemy jego synéw, tylko od razu wracamy do jego
ojca. Nazywamy to przycinaniem przestrzeni stanéw

o Poddrzewo zawierajace tylko odwiedzone wezty nazywamy
przycietym drzewem przestrzeni stanéw
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Przyktad 2: tworzenie wszystkich ciggdw dtugosci 3 sktadajacych sie
z liter "a", "b" i "c", w ktérych litery nie powtarzaja sie

Petne drzewo przestrzeni stanéow wyglada tak samo, jak w
poprzednim przyktadzie

Wezet jest nieobiecujacy, jesli jego klucz jest rowny kluczowi
ktéregos z jego przodkow

Wszystkie wezty z poziomu 1 sa obiecujace

Na poziomie 2 znajduja sie trzy wezty nieobiecujace

Drzewo zawiera rowniez nieobiecujace liscie, jednak nie
umozliwiaja one przyciecia przestrzeni stanow
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Ogolna struktura algorytmu z powrotami
procedure POWROTY(c)
if OBIECUJACY(c)
if ROZWIAZANIE(c)
WRITE(c)
else for each v = ROZWINIECIE(c)
POWROTY (v)
Sposdb sprawdzania, czy czeSciowe rozwigzanie c jest obiecujace i
czy jest rozwigzaniem catkowitym, oraz metoda tworzenia
rozwiniecia v czeSciowego rozwiazania c zaleza od konkretnego
rozwiazywanego problemu
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Problem n krélowych

Znalez¢ wszystkie sposoby ustawienia n krélowych na szachownicy
n X nw taki sposéb, zeby sie nie szachowaty

Kazda krolowa musi znalez¢ sie w innym wierszu szachownicy.
Mamy wiec znalez¢ sekwencje n numeréw kolumn, w ktérych
nalezy umiesci¢ krolowe z kolejnych wierszy. Bedziemy je zapisywac
w tablicy kol[1..n]. Na i-tym poziomie drzewa przestrzeni standéw
ustalamy wartos¢ kol[i], czyli numer kolumny dla i-tej krélowej.
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ktéras z poprzednich



Algorytmy z powrotami

Krélowe z wierszy i oraz k szachuja sie, jesli:
e znajduja sie w tej samej kolumnie: kol[i] = kol[k]
e znajduja sie na jednej przekatnej: kol[i] — kol[k] = i — k lub
kol[i] — kol[k] = k — i
Aby dowiedzie¢ sie, czy czesciowe rozwiazanie jest obiecujace,

wystarczy sprawdzi¢, czy ostatnia ustawiona krélowa szachuje sie z
ktéras z poprzednich

Rozwiazanie jest catkowite, jesli zostaty okreslone kolumny dla
wszystkich n krélowych



Algorytmy z powrotami

Krélowe z wierszy i oraz k szachuja sie, jesli:

e znajduja sie w tej samej kolumnie: kol[i] = kol[k]

e znajduja sie na jednej przekatnej: kol[i] — kol[k] = i — k lub

kol[i] — kol[k] = k — i

Aby dowiedzie¢ sie, czy czesciowe rozwiazanie jest obiecujace,
wystarczy sprawdzi¢, czy ostatnia ustawiona krélowa szachuje sie z
ktéras z poprzednich
Rozwiazanie jest catkowite, jesli zostaty okreslone kolumny dla
wszystkich n krélowych
Czesciowe rozwiazanie c jest okreslone przez tablice kol oraz liczbe
k ustawionych krélowych. Przed rozpoczeciem algorytmu k = 0.
Rozwiniecie cze$ciowego rozwiazania tworzymy ustalajac numer

kolumny dla krélowej k + 1, czyli wpisujac do kol[k + 1] jedna z
wartosci 1,...,n
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procedure POWROTY_KROLOWE (kol, k)
if OBIECUJACY (kol, k)
if k =n
WRITE(kol)
else for i =1ton
kol[k + 1] = i
POWROTY_KROLOWE (kol, k + 1)
procedure OBIECUJACY (kol, k)
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procedure POWROTY_KROLOWE (kol, k)
if OBIECUJACY (kol, k)
if k =n
WRITE(kol)
else for i =1ton
kol[k + 1] = i
POWROTY_KROLOWE (kol, k + 1)
procedure OBIECUJACY (kol, k)
for i =1to k -1
if kol[i] = kol[k] or |kol[i] — kol[k]| = |i — k|
return false
return true
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procedure POWROTY_KROLOWE (kol, k)
if OBIECUJACY (kol, k)
if k =n
WRITE(kol)
else for i =1ton
kol[k + 1] = i
POWROTY_KROLOWE (kol, k + 1)
procedure OBIECUJACY (kol, k)
for i =1to k -1
if kol[i] = kol[k] or |kol[i] — kol[k]| = |i — k|
return false
return true
POWROTY_KROLOWE (kol, 0)
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{m,..., m,} dajace w sumie M.
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Problem sumy podzbioru

Danych jest n liczb catkowitych dodatnich my, ..., myoraz liczba
naturalna M. Wyznaczy¢ wszystkie kombinacje liczb ze zbioru
{m,..., m,} dajace w sumie M.

Kazda z liczb mq, ..., m, moze naleze¢ lub nie naleze¢ do

utworzonego podzbioru. Podzbiér mozemy wiec zakodowac jako
ciag binarny dtugosci n (jedynka oznacza zaliczenie liczby do zbioru,
a zero - odrzucenie jej). Bedziemy go zapisywa¢ w tablicy x[1..n]. Na
i-tym poziomie drzewa przestrzeni standéw decydujemy, czy liczba
m; nalezy do podzbioru, ustalajac x[i] = 1 lub x[i] = 0.
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Przyjmijmy, ze przed rozpoczeciem dziatania algorytmu liczby mi
zostaly posortowane niemalejaco, my < mp < --- < m,. Zatem mjq
jest najmniejsza liczbg pozostata do wyboru ponizej poziomu i.
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Przyjmijmy, ze przed rozpoczeciem dziatania algorytmu liczby mi
zostaly posortowane niemalejaco, my < mp < --- < m,. Zatem mjq
jest najmniejsza liczbg pozostata do wyboru ponizej poziomu i.
Niech waga bedzie suma liczb wybranych do podzbioru w
cze$ciowym rozwiazaniu na poziomie i. Jesli waga = M, to wezet
zawiera poprawne rozwigzanie. W takim przypadku wypisujemy je i
wracamy do ojca biezacego wezta. Zatem algorytm z powrotami dla
problemu sumy podzbioru moze znalez¢ rozwigzanie przed
osiggnieciem liScia drzewa przestrzeni stanéw.
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Przyjmijmy, ze przed rozpoczeciem dziatania algorytmu liczby mi
zostaly posortowane niemalejaco, my < mp < --- < m,. Zatem mjq
jest najmniejsza liczbg pozostata do wyboru ponizej poziomu i.
Niech waga bedzie suma liczb wybranych do podzbioru w
cze$ciowym rozwiazaniu na poziomie i. Jesli waga = M, to wezet
zawiera poprawne rozwigzanie. W takim przypadku wypisujemy je i
wracamy do ojca biezacego wezta. Zatem algorytm z powrotami dla
problemu sumy podzbioru moze znalez¢ rozwigzanie przed
osiggnieciem liScia drzewa przestrzeni stanéw.

Jesli waga # M oraz waga + m;11 > M, to wezet jest nieobiecujacy.
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Problem plecakowy

Mamy plecak, w ktdrym mozna przenie$¢ przedmioty o tacznej
wadze nieprzekraczajacej M. Danych jest n przedmiotéw ey, .. ., en,
przy czym przedmiot e; ma warto$¢ p; i wage m;. Znalez¢ jak
najcenniejszy zbiér przedmiotéw, ktéry mozna przenies¢ w plecaku.
Jest to problem optymalizacyjny.
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Problem plecakowy

Mamy plecak, w ktdrym mozna przenie$¢ przedmioty o tacznej
wadze nieprzekraczajacej M. Danych jest n przedmiotéw ey, .. ., en,
przy czym przedmiot e; ma warto$¢ p; i wage m;. Znalez¢ jak
najcenniejszy zbiér przedmiotéw, ktéry mozna przenies¢ w plecaku.
Jest to problem optymalizacyjny.

Inne sformutowanie: znalez¢ ciag (xi, ..., x,) € {0, 1}", dla ktorego

n
E PiXi
i=1

jest najwieksza, przy ograniczeniu

n
Z miX; S M
i=1



Algorytmy z powrotami

Rozwigzanie naiwne: przegladamy wszystkie podzbiory zbioru
przedmiotow, odrzucamy te, ktérych waga jest za duza, a z
pozostatych wybieramy ten najcenniejszy. Ztozonosé: Q(2").
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przedmiotow, odrzucamy te, ktérych waga jest za duza, a z
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Rozwiazanie za pomoca algorytmu z powrotami: podobnie jak dla
sumy podzbioréw, na i-tym poziomie drzewa podejmujemy decyzje
o wybraniu lub odrzuceniu i-tego przedmiotu, ustalajac x; = 1 lub
Xj = 0
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Rozwigzanie naiwne: przegladamy wszystkie podzbiory zbioru
przedmiotow, odrzucamy te, ktérych waga jest za duza, a z
pozostatych wybieramy ten najcenniejszy. Ztozonosé: Q(2").
Rozwiazanie za pomoca algorytmu z powrotami: podobnie jak dla
sumy podzbioréw, na i-tym poziomie drzewa podejmujemy decyzje
o wybraniu lub odrzuceniu i-tego przedmiotu, ustalajac x; = 1 lub
Xj = 0

Poniewaz rozwiazujemy problem optymalizacyjny, musimy
zapamietywac najlepsze znalezione dotychczas rozwigzanie. W
kazdym obiecujacym wezle sprawdzamy taczng warto$¢ wybranych

.....

rozwiazania, to zapamietujemy biezace rozwiazanie jako najlepsze.
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Niech zmienna waga oznacza taczna wage, a zmienna profit - taczna
warto$¢ przedmiotoéw nalezacych do czeSciowego rozwigzania
problemu.
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Niech zmienna waga oznacza taczna wage, a zmienna profit - taczna
warto$¢ przedmiotoéw nalezacych do czeSciowego rozwigzania
problemu.

Rozwiazanie czeSciowe jest nieobiecujace, jesli waga > M. Jesli
waga = M, to mamy poprawne rozwigzanie, do ktérego nie mozna
juz dotaczy¢ zadnego przedmiotu. W obu przypadkach przycinamy
drzewo przestrzeni stanéw, wracajac na poprzedni poziom.



Algorytmy z powrotami

Niech zmienna waga oznacza taczna wage, a zmienna profit - taczna
warto$¢ przedmiotoéw nalezacych do czeSciowego rozwigzania
problemu.

Rozwiazanie czeSciowe jest nieobiecujace, jesli waga > M. Jesli
waga = M, to mamy poprawne rozwigzanie, do ktérego nie mozna
juz dotaczy¢ zadnego przedmiotu. W obu przypadkach przycinamy
drzewo przestrzeni stanéw, wracajac na poprzedni poziom.

Do odrzucania rozwigzan czeSciowych mozemy wykorzystaé nie
tylko wage przedmiotow, ale takze stosunek ich wartosci do
wartosci najlepszego znalezionego dotychczas rozwiazania.
Zaktadamy teraz, ze przedmioty zostaty posortowane nierosngco
wedtug wartosci £

i



Algorytmy z powrotami

o Dla biezacego wezta na poziomie i sprawdzamy, ile kolejnych
przedmiotéw (od numeru i + 1) mozemy dotaczyé, nie
przekraczajac ograniczenia wagi M
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o Dla biezacego wezta na poziomie i sprawdzamy, ile kolejnych
przedmiotéw (od numeru i + 1) mozemy dotaczyé, nie
przekraczajac ograniczenia wagi M

o Niech przedmiot k bedzie tym, ktéry powoduje przekroczenie
ograniczenia wagi. Definiujemy

k—1
calkowitawaga = waga + Z mj
=it



Algorytmy z powrotami

o Dla biezacego wezta na poziomie i sprawdzamy, ile kolejnych
przedmiotéw (od numeru i + 1) mozemy dotaczyé, nie
przekraczajac ograniczenia wagi M

o Niech przedmiot k bedzie tym, ktéry powoduje przekroczenie
ograniczenia wagi. Definiujemy

k—1
calkowitawaga = waga + Z mj
j=it1
o Wobwczas
k—1
granica = (profit + Z pj)+(M— Calkowitawaga)%
j=it1

jest gébrnym ograniczeniem na warto$¢ rozwiniecia biezacego
rozwigzania.



Algorytmy z powrotami

o Dla biezacego wezta na poziomie i sprawdzamy, ile kolejnych
przedmiotéw (od numeru i + 1) mozemy dotaczyé, nie
przekraczajac ograniczenia wagi M

o Niech przedmiot k bedzie tym, ktéry powoduje przekroczenie
ograniczenia wagi. Definiujemy

k—1

calkowitawaga = waga + Z mj
=it
o Wobwczas
k—1
granica = (profit + Z pj)+(M— Calkowitawaga)&
j=it1 Mk
jest gébrnym ograniczeniem na warto$¢ rozwiniecia biezacego
rozwigzania.

@ Zatem, jesli granica jest nie wieksza niz wartos$¢ najlepszego

znalezionego dotychczas rozwiazania, to biezacy wezet jest



Algorytmy z powrotami

Problem plecakowy — przyktfad
e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m= [5, 10,9, 6]

e w weztach zapisujemy kolejno wartosci waga, profit, granica

@ najlepsze znane rozwigzanie: waga = 0, profit = 0, [|



Algorytmy z powrotami

Problem plecakowy — przyktfad
e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m= [5, 10,9, 6]

e w weztach zapisujemy kolejno wartosci waga, profit, granica

@ najlepsze znane rozwiazanie: waga = 5, profit = 15, [1]
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@ najlepsze znane rozwiazanie: waga = 15, profit = 35, [1, 2]
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e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m= [5, 10,9, 6]

e w weztach zapisujemy kolejno wartosci waga, profit, granica

@ najlepsze znane rozwiazanie: waga = 15, profit = 35, [1, 2]
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Problem plecakowy — przyktad
e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m = [5,10,9, 6]

@ w weztach zapisujemy kolejno wartosci waga, profit, granica

@ najlepsze znane rozwigzanie: waga = 15, profit = 35, [1, 2]
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e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m = [5,10,9, 6]
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@ najlepsze znane rozwigzanie: waga = 15, profit = 35, [1, 2]
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Problem plecakowy — przyktad
e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m = [5,10,9, 6]

@ w weztach zapisujemy kolejno wartosci waga, profit, granica
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@ najlepsze znane rozwigzanie: waga = 15, profit = 35, [1, 2]



Algorytmy z powrotami

Problem plecakowy — przyktad
e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m = [5,10,9, 6]

@ w weztach zapisujemy kolejno wartosci waga, profit, granica

@ najlepsze znane rozwigzanie: waga = 15, profit = 35, [1, 2]
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Problem plecakowy — przyktad
e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m = [5,10,9, 6]

@ w weztach zapisujemy kolejno wartosci waga, profit, granica
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@ najlepsze znane rozwigzanie: waga = 20, profit = 39, [1, 3, 4]



Algorytmy z powrotami

Problem plecakowy — przyktad
e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m = [5,10,9, 6]

@ w weztach zapisujemy kolejno wartosci waga, profit, granica
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@ najlepsze znane rozwigzanie: waga = 20, profit = 39, [1, 3, 4]



Algorytmy z powrotami

Problem plecakowy — przyktad
e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m = [5,10,9, 6]

@ w weztach zapisujemy kolejno wartosci waga, profit, granica

@ najlepsze znane rozwigzanie: waga = 20, profit = 39, [1, 3, 4]



Algorytmy z powrotami

Problem plecakowy — przyktad
e n=4,M=20,p=[15,20,18,6], m = [5,10,9, 6]

@ w weztach zapisujemy kolejno wartosci waga, profit, granica
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@ najlepsze znane rozwigzanie: waga = 20, profit = 39, [1, 3, 4]



