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Kopiec binarny

o Kopiec binarny - tablicowa struktura danych, ktora
interpretujemy jako prawie petne drzewo binarne: drzewo petne
na wszystkich poziomach za wyjatkiem by¢ moze najnizszego,
ktory jest wypetniony od lewej strony do pewnego miejsca.
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Kopiec binarny

o Kopiec binarny - tablicowa struktura danych, ktora
interpretujemy jako prawie petne drzewo binarne: drzewo petne
na wszystkich poziomach za wyjatkiem by¢ moze najnizszego,
ktory jest wypetniony od lewej strony do pewnego miejsca.

o Kazdemu elementowi x tablicy A reprezentujacej kopiec
odpowiada w drzewie binarnym wezet o kluczu x.
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Kopiec binarny

Tablica A reprezentujaca kopiec posiada dwa atrybuty:
o A.lengrh — dtugosc¢ tablicy A,
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Kopiec binarny

Tablica A reprezentujaca kopiec posiada dwa atrybuty:
o A.lengrh — dtugosc¢ tablicy A,

@ A.heapsize — liczba elementéw kopca przechowywanego w
tablicy A.
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Kopiec binarny

Tablica A reprezentujaca kopiec posiada dwa atrybuty:
o A.lengrh — dtugosc¢ tablicy A,

@ A.heapsize — liczba elementéw kopca przechowywanego w
tablicy A.
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Kopiec binarny

Tablica A reprezentujaca kopiec posiada dwa atrybuty:
o A.lengrh — dtugosc¢ tablicy A,

@ A.heapsize — liczba elementéw kopca przechowywanego w
tablicy A.

Do kopca naleza elementy A[1], A[2], ..., A[A.heapsize].
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Kopiec binarny

Kopiec jako drzewo binarne:

o Korzeniem drzewa jest wezet odpowiadajacy A[1].
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Kopiec binarny

Kopiec jako drzewo binarne:
o Korzeniem drzewa jest wezet odpowiadajacy A[1].

@ Dla zadanego indeksu i indeksy jego ojca PARENT(i), lewego
syna LEFT (i) oraz prawego syna RIGHT(i) obliczamy za
pomoca nastepujacych funkcji.
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Kopiec binarny

Kopiec jako drzewo binarne:

o Korzeniem drzewa jest wezet odpowiadajacy A[1].

@ Dla zadanego indeksu i indeksy jego ojca PARENT(i), lewego
syna LEFT (i) oraz prawego syna RIGHT(i) obliczamy za
pomoca nastepujacych funkcji.

procedure PARENT(1i)
return i DIV 2
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Kopiec binarny

Kopiec jako drzewo binarne:

o Korzeniem drzewa jest wezet odpowiadajacy A[1].

@ Dla zadanego indeksu i indeksy jego ojca PARENT(i), lewego
syna LEFT (i) oraz prawego syna RIGHT(i) obliczamy za
pomoca nastepujacych funkcji.

procedure PARENT(1i)
return i DIV 2

procedure LEFT(1i)
return 2 x i
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Kopiec binarny

Kopiec jako drzewo binarne:
o Korzeniem drzewa jest wezet odpowiadajacy A[1].

@ Dla zadanego indeksu i indeksy jego ojca PARENT(i), lewego
syna LEFT (i) oraz prawego syna RIGHT(i) obliczamy za
pomoca nastepujacych funkcji.

procedure PARENT(1i)
return i DIV 2

procedure LEFT(1i)
return 2 * i

procedure RIGHT (i)
return 2 *x i + 1
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Kopiec binarny

Kopiec jako drzewo binarne:
o Korzeniem drzewa jest wezet odpowiadajacy A[1].

@ Dla zadanego indeksu i indeksy jego ojca PARENT(i), lewego
syna LEFT (i) oraz prawego syna RIGHT(i) obliczamy za
pomoca nastepujacych funkcji.

procedure PARENT(1i)
return i DIV 2

procedure LEFT(1i)
return 2 * i

procedure RIGHT (i)
return 2 *x i + 1
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Kopiec binarny

Wyrézniamy kopiec typu max i kopiec typu min.
@ Wiasnos$¢ kopca typu max: A|[PARENT(i)] > A[i].
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Kopiec binarny

Wyrézniamy kopiec typu max i kopiec typu min.
@ Wiasnos$¢ kopca typu max: A|[PARENT(i)] > A[i].

o Najwiekszy element catego kopca typu max umieszczony jest w
korzeniu, a najwiekszy element dowolnego poddrzewa kopca
typu max znajduje sie w korzeniu tego poddrzewa.
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Kopiec binarny

Wyrézniamy kopiec typu max i kopiec typu min.
@ Wiasnos$¢ kopca typu max: A|[PARENT(i)] > A[i].
o Najwiekszy element catego kopca typu max umieszczony jest w

korzeniu, a najwiekszy element dowolnego poddrzewa kopca
typu max znajduje sie w korzeniu tego poddrzewa.

e Wiasnos¢ kopca typu min: A[PARENT(i)] < A[i].
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Kopiec binarny

Wyrézniamy kopiec typu max i kopiec typu min.

@ Wiasnos$¢ kopca typu max: A|[PARENT(i)] > A[i].

o Najwiekszy element catego kopca typu max umieszczony jest w
korzeniu, a najwiekszy element dowolnego poddrzewa kopca
typu max znajduje sie w korzeniu tego poddrzewa.

e Wiasnos¢ kopca typu min: A[PARENT(i)] < A[i].

o Najmniejszy element catego kopca typu min umieszczony jest

w korzeniu, a najmniejszy element dowolnego poddrzewa
kopca typu min znajduje sie w korzeniu tego poddrzewa.
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Kopiec binarny

Kopiec jako drzewo binarne — wtasnosci:

o Kopiec o wysokosci h ma co najmniej 2 i co najwyzej 2+ — 1
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Kopiec binarny

Kopiec jako drzewo binarne — wtasnosci:
o Kopiec o wysokosci h ma co najmniej 2 i co najwyzej 2+ — 1

@ Wysokos$¢ kopca zawierajacego n elementow jest rowna |lg n].
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Kopiec binarny

Kopiec jako drzewo binarne — wtasnosci:
o Kopiec o wysokosci h ma co najmniej 2 i co najwyzej 2+ — 1
@ Wysokos$¢ kopca zawierajacego n elementow jest rowna |lg n].

o Liscie kopca to wezly o indeksach [ 5| +1,[5| +2,...,n
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Kopiec binarny

Kopiec jako drzewo binarne — wtasnosci:
o Kopiec o wysokosci h ma co najmniej 2 i co najwyzej 2+ — 1
@ Wysokos$¢ kopca zawierajacego n elementow jest rowna |lg n].
o Liscie kopca to wezly o indeksach [ 5| +1,[5| +2,...,n

n

o Wezty wewnetrzne kopca maja indeksy 1,2,..., 7]
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Kopiec binarny

Przywracanie wtasnosci kopca typu max — zatozenia:

@ Dana jest tablica A i indeks i.
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Kopiec binarny

Przywracanie wtasnosci kopca typu max — zatozenia:

@ Dana jest tablica A i indeks i.

@ Drzewa binarne o korzeniach LEFT (i) i RIGHT(i) sa kopcami
typu max, ale element A[i] moze narusza¢ wtasno$¢ kopca typu
mayx, tzn. by¢ mniejszy od co najmniej jednego ze swoich
synow.
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Kopiec binarny

Przywracanie wtasnosci kopca typu max — zatozenia:
@ Dana jest tablica A i indeks i.

@ Drzewa binarne o korzeniach LEFT (i) i RIGHT(i) sa kopcami
typu max, ale element A[i] moze narusza¢ wtasno$¢ kopca typu
mayx, tzn. by¢ mniejszy od co najmniej jednego ze swoich
synow.

@ Przywrécenie whasnosci kopca typu max polega na
przestawieniu weztéw w poddrzewie zaczepionym w wezle i w
taki sposob, aby stato sie ono kopcem typu max.
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Kopiec binarny

Przywracanie wiasnosci kopca typu max — idea:
e Poréwnujemy elementy A[i], A[LEFT(i)] oraz A[RIGHT(i)].
Indeks najwiekszego z nich zapamietujemy w zmiennej L.
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Kopiec binarny

Przywracanie wiasnosci kopca typu max — idea:
e Poréwnujemy elementy A[i], A[LEFT(i)] oraz A[RIGHT(i)].
Indeks najwiekszego z nich zapamietujemy w zmiennej L.
@ Jesli L = i, to poddrzewo zaczepione w wezle i jest kopcem
typu max, koniec algorytmu.
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Kopiec binarny

Przywracanie wiasnosci kopca typu max — idea:

e Poréwnujemy elementy A[i], A[LEFT(i)] oraz A[RIGHT(i)].
Indeks najwiekszego z nich zapamietujemy w zmiennej L.

@ Jesli L = i, to poddrzewo zaczepione w wezle i jest kopcem
typu max, koniec algorytmu.

o Jesli L # i, to zamieniamy elementy A[i] i A[L]. Element A[i]
jest teraz nie mniejszy niz jego synowie, ale element A[L] moze
by¢ mniejszy od swoich synow. Wywotujemy rekurencyjnie
przywracanie wtasnosci kopca dla tego wezta.
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Kopiec binarny

Przywracanie wiasnosci kopca typu max — idea:

e Poréwnujemy elementy A[i], A[LEFT(i)] oraz A[RIGHT(i)].
Indeks najwiekszego z nich zapamietujemy w zmiennej L.

@ Jesli L = i, to poddrzewo zaczepione w wezle i jest kopcem
typu max, koniec algorytmu.

o Jesli L # i, to zamieniamy elementy A[i] i A[L]. Element A[i]
jest teraz nie mniejszy niz jego synowie, ale element A[L] moze
by¢ mniejszy od swoich synow. Wywotujemy rekurencyjnie
przywracanie wtasnosci kopca dla tego wezta.

o W kazdym kroku algorytmu schodzimy na nizszy poziom
kopca. Zatem przywracanie wtasnosci kopca na wezle o
wysokosci h zajmuje czas O(h). Stad czas przywracania
wtasnosci kopca dla dowolnego ustalonego wezta w
n-elementowym kopcu wynosi O(lg n).
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max-heapify

procedure MAX-HEAPIFY(A,1i)

1 = LEFT(1)

r = RIGHT(1)

if 1 < A.heapsize and A[1] > A[i]
L=1

else
L=1

if r < A.heapsize and A[r] > A[L]
L=r

ifL#Tr
A[i] < A[L]
MAX-HEAPIFY(A,L)
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Kopiec binarny

@ Procedure MAX-HEAPIFY mozna wykorzysta¢ do
przeksztatcenia dowolnej tablicy A[1..n] w kopiec typu max.
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Kopiec binarny

@ Procedure MAX-HEAPIFY mozna wykorzysta¢ do
przeksztatcenia dowolnej tablicy A[1..n] w kopiec typu max.

o Elementy A[| 7] + 1], A[| ] +2],..., Aln] s3 li5¢mi drzewa
binarnego odpowiadajacego tablicy A, czyli kopcami rozmiaru
1.
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Kopiec binarny

@ Procedure MAX-HEAPIFY mozna wykorzysta¢ do
przeksztatcenia dowolnej tablicy A[1..n] w kopiec typu max.

o Elementy A[| 7] + 1], A[| ] +2],..., Aln] s3 li5¢mi drzewa
binarnego odpowiadajacego tablicy A, czyli kopcami rozmiaru
1.

o Wystarczy przejs¢ pozostate wezty A[| 7], A[[ 5] —1],..., A[1]
i dla kazdego z nich wywota¢ procedure MAX-HEAPIFY.
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Kopiec binarny

Procedure MAX-HEAPIFY mozna wykorzysta¢ do
przeksztatcenia dowolnej tablicy A[1..n] w kopiec typu max.
Elementy A[| 7] + 1], A[[5] +2],. .., A[n] sa li5¢mi drzewa
binarnego odpowiadajacego tablicy A, czyli kopcami rozmiaru
1.

Wystarczy przejé¢ pozostate wezty A[| 7], A[[ 5] —1],..., A[1]
i dla kazdego z nich wywota¢ procedure MAX-HEAPIFY.
Algorytm budowania kopca jest przyktadem podejscia
wstepujacego (bottom-up).
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build-max-heap

procedure BUILD-MAX-HEAP(A)
A.heapsize = A.length
for i = A.length DIV 2 downto 1
MAX-HEAPIFY (A,1i)

e Procedura BUILD-MAX-HEAP sktada si¢ z O(n) wywotan
procedury MAX-HEAPIFY, dziatajacej w czasie O(lg n). Zatem
czas budowania kopca wynosi co najwyzej O(nlg n).
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build-max-heap

procedure BUILD-MAX-HEAP(A)
A.heapsize = A.length
for i = A.length DIV 2 downto 1

MAX-HEAPIFY(A,1i)

e Procedura BUILD-MAX-HEAP sktada si¢ z O(n) wywotan
procedury MAX-HEAPIFY, dziatajacej w czasie O(lg n). Zatem
czas budowania kopca wynosi co najwyzej O(nlg n).

e Czas wykonania procedury MAX-HEAPIFY dla wezta o
wysokosci h wynosi O(h). W kopcu binarnym wigkszo$¢
weztéw ma wysoko$¢ znacznie mniejsza niz Ig n.
Wykorzystujac te obserwacje, mozna pokazac, ze procedura
BUILD-MAX-HEAP dziata w czasie ©(n).
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Sortowanie przez kopcowanie

Sortowanie przez kopcowanie — idea:



Kopiec binarny
000000000080

Sortowanie przez kopcowanie

Sortowanie przez kopcowanie — idea:

e Z wejsciowej tablicy A[1..n] tworzymy kopiec typu max.
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Sortowanie przez kopcowanie

Sortowanie przez kopcowanie — idea:
e Z wejsciowej tablicy A[1..n] tworzymy kopiec typu max.
e Najwiekszy element kopca znajduje sie w A[1]. Zamieniamy
elementy A[1] i A[n], aby ustawi¢ najwiekszy element na
wiasciwym miejscu.
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Sortowanie przez kopcowanie

Sortowanie przez kopcowanie — idea:

e Z wejsciowej tablicy A[1..n] tworzymy kopiec typu max.

e Najwiekszy element kopca znajduje sie w A[1]. Zamieniamy
elementy A[1] i A[n], aby ustawi¢ najwiekszy element na
wiasciwym miejscu.

e W tablicy A[1..n — 1] pierwszy element jest jedynym, ktory
moze narusza¢ wiasnos¢ kopca typu max. Przywracamy
wiasnosc¢ kopca, tworzac kopiec z tablicy A[1..n — 1].
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Sortowanie przez kopcowanie

Sortowanie przez kopcowanie — idea:

e Z wejsciowej tablicy A[1..n] tworzymy kopiec typu max.

e Najwiekszy element kopca znajduje sie w A[1]. Zamieniamy
elementy A[1] i A[n], aby ustawi¢ najwiekszy element na
wiasciwym miejscu.

e W tablicy A[1..n — 1] pierwszy element jest jedynym, ktory
moze narusza¢ wiasnos¢ kopca typu max. Przywracamy
wiasnosc¢ kopca, tworzac kopiec z tablicy A[1..n — 1].

@ Powtarzamy powyzsze podejscie, umieszczajac kolejne
najwieksze elementy w tablicy na pozycjachn—1,n—2,...,2.
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Sortowanie przez kopcowanie

procedure HEAPSORT(A)
BUILD-MAX-HEAP(A)
for i = A.length downto 2
A[1l] < A[i]
A.heapsize = A.heapsize - 1
MAX-HEAPIFY(A,1)
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Sortowanie przez kopcowanie

procedure HEAPSORT(A)
BUILD-MAX-HEAP(A)
for i = A.length downto 2
Al1l] < A[1i]
A.heapsize = A.heapsize - 1
MAX-HEAPIFY(A,1)
Sortowanie przez kopcowanie dziata w czasie O(nlg n).
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Kolejka priorytetowa

@ Podstawowym zastosowaniem kopca binarnego jest
implementacja kolejki priorytetowej.
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Kolejka priorytetowa

@ Podstawowym zastosowaniem kopca binarnego jest
implementacja kolejki priorytetowej.

o Kolejka priorytetowa — struktura danych stuzaca do
reprezentowania zbioru S zawierajacego elementy, z ktérych
kazdy ma okreslony priorytet (klucz).
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Kolejka priorytetowa

@ Podstawowym zastosowaniem kopca binarnego jest
implementacja kolejki priorytetowej.

o Kolejka priorytetowa — struktura danych stuzaca do
reprezentowania zbioru S zawierajacego elementy, z ktérych
kazdy ma okreslony priorytet (klucz).

@ Podobnie jak w przypadku kopcéw binarnych, mozemy moéwié
o kolejce priorytetowej typu max lub typu min.
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Kolejka priorytetowa - operacje

Operacje na kolejce priorytetowej typu max:
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Kolejka priorytetowa - operacje

Operacje na kolejce priorytetowej typu max:

@ INSERT(S, x) — wstawia element x do zbioru S
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Kolejka priorytetowa - operacje

Operacje na kolejce priorytetowej typu max:
@ INSERT(S, x) — wstawia element x do zbioru S

o MAXIMUM(S) - zwraca element zbioru S o najwiekszym
kluczu
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Kolejka priorytetowa - operacje

Operacje na kolejce priorytetowej typu max:
@ INSERT(S, x) — wstawia element x do zbioru S
o MAXIMUM(S) - zwraca element zbioru S o najwiekszym
kluczu

o EXTRACT-MAX(S) — usuwa i zwraca element zbioru S o
najwiekszym kluczu
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Kolejka priorytetowa - operacje

Operacje na kolejce priorytetowej typu max:
@ INSERT(S, x) — wstawia element x do zbioru S
o MAXIMUM(S) - zwraca element zbioru S o najwiekszym
kluczu
o EXTRACT-MAX(S) — usuwa i zwraca element zbioru S o
najwiekszym kluczu

@ INCREASE-KEY(S, x, k) — zmienia warto$¢ klucza elementu x
na nowa wartos¢ k, nie mniejsza niz aktualna wartos¢ klucza
elementu x (procedura pomocnicza, zazwyczaj nie jest
udostepniana przez kolejki priorytetowe z gotowych bibliotek)
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Kolejka priorytetowa - operacje

Operacje na kolejce priorytetowej typu min:
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Kolejka priorytetowa - operacje

Operacje na kolejce priorytetowej typu min:

@ INSERT(S, x) — wstawia element x do zbioru S
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Kolejka priorytetowa - operacje

Operacje na kolejce priorytetowej typu min:
@ INSERT(S, x) — wstawia element x do zbioru S

@ MINIMUM(S) - zwraca element zbioru S o najmniejszym
kluczu
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Kolejka priorytetowa - operacje

Operacje na kolejce priorytetowej typu min:
@ INSERT(S, x) — wstawia element x do zbioru S
@ MINIMUM(S) - zwraca element zbioru S o najmniejszym
kluczu

o EXTRACT-MIN(S) — usuwa i zwraca element zbioru S o
najmniejszym kluczu
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Kolejka priorytetowa - operacje

Operacje na kolejce priorytetowej typu min:
@ INSERT(S, x) — wstawia element x do zbioru S
@ MINIMUM(S) - zwraca element zbioru S o najmniejszym
kluczu
o EXTRACT-MIN(S) — usuwa i zwraca element zbioru S o
najmniejszym kluczu

o DECREASE-KEY(S, x, k) — zmienia warto$¢ klucza elementu x
na nowg wartosc¢ k, nie wieksza niz aktualna wartos¢ klucza
elementu x (procedura pomocnicza, zazwyczaj nie jest
udostepniana przez kolejki priorytetowe z gotowych bibliotek)
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Kolejka priorytetowa

Przyktadowe zastosowania kolejki priorytetowe;j:

@ szeregowanie zadan z okreslonymi priorytetami
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Kolejka priorytetowa

Przyktadowe zastosowania kolejki priorytetowe;j:
@ szeregowanie zadan z okreslonymi priorytetami

@ symulator zdarzen o okreslonych czasach wystgpienia
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Kolejka priorytetowa

Przyktadowe zastosowania kolejki priorytetowe;j:
@ szeregowanie zadan z okreslonymi priorytetami
@ symulator zdarzen o okreslonych czasach wystgpienia

@ znajdowanie minimalnego drzewa rozpinajacego w grafie
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@ znajdowanie w grafie z wagami na krawedziach najkroétszych
Sciezek z jednym zrodtem
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Kolejka priorytetowa

Przyktadowe zastosowania kolejki priorytetowe;j:
@ szeregowanie zadan z okreslonymi priorytetami
@ symulator zdarzen o okreslonych czasach wystgpienia
@ znajdowanie minimalnego drzewa rozpinajacego w grafie
@ znajdowanie w grafie z wagami na krawedziach najkroétszych
Sciezek z jednym zrédtem

@ algorytm Huffmana kompresji danych
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Implementacja kolejki priorytetowej typu max za pomoca kopca
binarnego typu max
o Elementy kolejki priorytetowej (kopca) odpowiadaja pewnym
obiektom. Konieczne jest okreslenie, jaki obiekt odpowiada
danemu elementowi kolejki (lub odwrotnie). Nie mozemy wiec
przechowywaé w kopcu wytacznie kluczy (priorytetow).
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Kolejka priorytetowa

Implementacja kolejki priorytetowej typu max za pomoca kopca
binarnego typu max
o Elementy kolejki priorytetowej (kopca) odpowiadaja pewnym
obiektom. Konieczne jest okreslenie, jaki obiekt odpowiada
danemu elementowi kolejki (lub odwrotnie). Nie mozemy wiec
przechowywaé w kopcu wytacznie kluczy (priorytetow).

o Kazdy element kopca musi oprécz klucza (priorytetu)
odpowiadajacego mu obiektu przechowywac odniesienie do
tego obiektu (wskaznik lub identyfikator). Dla wygody w
pseudokodzie nie zaznaczamy, ze elementy kopca sa
rekordami. Porownywanie elementow (rekordéw) oznacza
poréwnywanie ich kluczy.
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algorytm rekurencyjny wypisujacy (w dowolnym porzadku) klucze
wszystkich weztéw drzewa binarnego T:
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algorytm rekurencyjny wypisujacy (w dowolnym porzadku) klucze
wszystkich weztow drzewa binarnego T:
procedure WYPISZ-KLUCZ-BINARNY(T)
BINARY-TREE-WALK(T. root)
procedure BINARY-TREE-WALK(x)
if x # NIL
write(x.key)
BINARY-TREE-WALK(x.left)
BINARY-TREE-WALK(x.right)
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Implementacja operacji MAXIMUM
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Implementacja operacji MAXIMUM
procedure HEAP-MAXIMUM(A)
if A.heapsize = 0
error "niedomiar"
else
return A[1]
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Implementacja operacji MAXIMUM
procedure HEAP-MAXIMUM(A)
if A.heapsize = 0
error "niedomiar"
else
return A[1]
Ztozono$¢ dla kolejki priorytetowej zawierajacej n elementow: ©(1).
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Implementacja operacji EXTRACT-MAX
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Implementacja operacji EXTRACT-MAX
procedure HEAP-EXTRACT-MAX(A)
if A.heapsize = 0
error "niedomiar"
else
max = A[1]
A[1] = A[A.heapsize]
A.heapsize = A.heapsize - 1
MAX-HEAPIFY(A,1)
return max
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Implementacja operacji EXTRACT-MAX
procedure HEAP-EXTRACT-MAX(A)
if A.heapsize = 0
error "niedomiar"
else
max = A[1]
A[1] = A[A.heapsize]
A.heapsize = A.heapsize - 1
MAX-HEAPIFY(A,1)
return max
Ztozonos¢ dla kolejki priorytetowej zawierajacej n elementow:

O(lg n).
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Implementacja operacji INCREASE-KEY
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Implementacja operacji INCREASE-KEY
procedure HEAP-INCREASE-KEY(A, i, key)
if key < A[i]

error

else

Ali] = key

while i > 1 and A[PARENT(i)] < A[il

A[i] <> A[PARENT(1)]

i = PARENT(1)
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Implementacja operacji INCREASE-KEY
procedure HEAP-INCREASE-KEY(A, i, key)
if key < A[i]
error
else
A[i] = key
while i > 1 and A[PARENT(i)] < A[il
A[i] <> A[PARENT(i)]
i = PARENT(1)
Ztozono$¢ dla kolejki priorytetowej zawierajacej n elementow:
O(Ig n).
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Implementacja operacji INSERT:
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Implementacja operacji INSERT:
procedure MAX-HEAP-INSERT (A, key)
if A.heapsize = A.length
error "przepetnienie"

else
A.heapsize = A.heapsize + 1
A[A.heapsize]= —©

HEAP-INCREASE-KEY (A, A.heapsize, key)
Ztozono$¢ dla kolejki priorytetowej zawierajacej n elementow:

O(lg n).
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