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Problem sortowania

Sortowanie polega na ustawianiu w zadanej kolejno±ci
elementów pewnego ci¡gu.

Domy±lnie przyjmujemy, »e nale»y ustawi¢ liczby zawarte w
tablicy A[1..n] w porz¡dku niemalej¡cym.

Sortowanie w miejscu oznacza, »e wszystkie oprócz staªej
liczby elementów znajduj¡ si¦ caªy czas w tej samej tablicy.

Algorytm sortowania jest przyrostowy, je±li po ka»dym
gªównym kroku tego algorytmu ro±nie rozmiar posortowanej
cz¦±ci tablicy.
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Sortowanie przez wstawianie (insertion sort)

Maj¡c posortowan¡ tablic¦ A[1..j-1], wstawiamy element
A[j] na wªa±ciwe miejsce w tej tablicy, otrzymuj¡c
posortowan¡ tablic¦ A[1..j]

powtarzamy powy»szy proces dla j = 2, . . . , n.

Sortowanie w miejscu.

Metoda przyrostowa.
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Sortowanie przez wstawianie

procedure SORT-W(A, n)

int array A[1..n]

int n, r

for j = 2 to n

r = A[j]

i = j - 1

while i > 0 and A[i]>r

A[i + 1] = A[i]

i = i - 1

A[i + 1] = r
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Sortowanie przez wstawianie

W ka»dej iteracji p¦tli for wykonana jest p¦tla while oraz
pewna staªa liczba operacji.

Liczba iteracji p¦tli while zale»y od kolejno±ci danych
wej±ciowych.

W ka»dej iteracji p¦tli while wykonana jest staª¡ liczba
operacji.

Niech tj oznacza liczb¦ sprawdze« warunku p¦tli while dla
j = 2, . . . , n.

Zªo»ono±¢ algorytmu
∑n

j=2
(Θ(1) + tjΘ(1)) = Θ(

∑n
j=2

tj).
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Sortowanie przez wstawianie

Zªo»ono±¢ optymistyczna:
Dane wej±ciowe s¡ posortowane niemalej¡co
B(n) = Θ(n).

Zªo»ono±¢ pesymistyczna:
Dane wej±ciowe s¡ posortowane malej¡co
W (n) = Θ(n2).
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Sortowanie b¡belkowe (bubble sort)

Przegl¡damy tablice A[1..n], zamieniaj¡c miejscami dwie
s¡siednie liczby, je±li s¡ ustanowione w niewªa±ciwej kolejno±ci.

Po przej±ciu caªej tablicy jej najwi¦kszy element znajdzie si¦ na
ostatniej pozycji.

Powtarzamy powy»szy proces dla coraz krótszych podtablic:
A[1..n-1], A[1..n-2],...,A[1..2]

Sortowanie w miejscu.

Metoda przyrostowa.



Problem sortowania Sortowanie przez wstawianie Sortowanie b¡belkowe Sortowanie przez scalanie Sortowanie szybkie Poprawno±¢ algorytmów

Sortowanie b¡belkowe (bubble sort)

Przegl¡damy tablice A[1..n], zamieniaj¡c miejscami dwie
s¡siednie liczby, je±li s¡ ustanowione w niewªa±ciwej kolejno±ci.

Po przej±ciu caªej tablicy jej najwi¦kszy element znajdzie si¦ na
ostatniej pozycji.

Powtarzamy powy»szy proces dla coraz krótszych podtablic:
A[1..n-1], A[1..n-2],...,A[1..2]

Sortowanie w miejscu.

Metoda przyrostowa.



Problem sortowania Sortowanie przez wstawianie Sortowanie b¡belkowe Sortowanie przez scalanie Sortowanie szybkie Poprawno±¢ algorytmów

Sortowanie b¡belkowe (bubble sort)

Przegl¡damy tablice A[1..n], zamieniaj¡c miejscami dwie
s¡siednie liczby, je±li s¡ ustanowione w niewªa±ciwej kolejno±ci.

Po przej±ciu caªej tablicy jej najwi¦kszy element znajdzie si¦ na
ostatniej pozycji.

Powtarzamy powy»szy proces dla coraz krótszych podtablic:
A[1..n-1], A[1..n-2],...,A[1..2]

Sortowanie w miejscu.

Metoda przyrostowa.



Problem sortowania Sortowanie przez wstawianie Sortowanie b¡belkowe Sortowanie przez scalanie Sortowanie szybkie Poprawno±¢ algorytmów

Sortowanie b¡belkowe (bubble sort)

Przegl¡damy tablice A[1..n], zamieniaj¡c miejscami dwie
s¡siednie liczby, je±li s¡ ustanowione w niewªa±ciwej kolejno±ci.

Po przej±ciu caªej tablicy jej najwi¦kszy element znajdzie si¦ na
ostatniej pozycji.

Powtarzamy powy»szy proces dla coraz krótszych podtablic:
A[1..n-1], A[1..n-2],...,A[1..2]

Sortowanie w miejscu.

Metoda przyrostowa.



Problem sortowania Sortowanie przez wstawianie Sortowanie b¡belkowe Sortowanie przez scalanie Sortowanie szybkie Poprawno±¢ algorytmów

Sortowanie b¡belkowe (bubble sort)

Przegl¡damy tablice A[1..n], zamieniaj¡c miejscami dwie
s¡siednie liczby, je±li s¡ ustanowione w niewªa±ciwej kolejno±ci.

Po przej±ciu caªej tablicy jej najwi¦kszy element znajdzie si¦ na
ostatniej pozycji.

Powtarzamy powy»szy proces dla coraz krótszych podtablic:
A[1..n-1], A[1..n-2],...,A[1..2]

Sortowanie w miejscu.

Metoda przyrostowa.



Problem sortowania Sortowanie przez wstawianie Sortowanie b¡belkowe Sortowanie przez scalanie Sortowanie szybkie Poprawno±¢ algorytmów

Sortowanie b¡belkowe

procedure SORT-B(A, n)

int array A[1..n]

int n, r

for i = n - 1 downto 1

for j = 1 to i

if A[j] > A[j + 1]

A[j] <-> A[j + 1]
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Sortowanie b¡belkowe

W ka»dej iteracji zewn¦trznej p¦tli for wykonywana jest
wewn¦trzna p¦tla for.

Liczba iteracji wewn¦trznej p¦tli for wynosi i dla
i = n − 1, . . . , 1.

W ka»dej iteracji wewn¦trznej p¦tli for wykonana jest staªa
liczba operacji.

Zªo»ono±¢ algorytmu: Θ(
∑n−1

i=1
i) = Θ(n2) w przypadku

optymistycznym i pesymistycznym.
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Sortowanie przez scalanie (merge sort)

Podzieli¢ tablic¦ na dwie podtablice.

Posortuj rekurencyjnie ka»d¡ z tych podtablic.

Scal posortowane podtablice w jedn¡ posortowan¡ tablic¦.

Metoda dziel i zwyci¦»aj.

Elementy nie s¡ sortowane w miejscu.
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Scalanie posortowanych tablic - idea

Scalamy posortowane niemalej¡co tablice B[1..n] o C[1..m]

Aby znale¹¢ najmniejszy element (w obu tablicach ª¡cznie),
wystarczy porówna¢ B[1] z C[1]. Wybrany element
przepisujemy do tablicy wynikowej.

W ka»dym kroku algorytmu wybieramy mniejszy z dwóch
elementów: pierwszego jeszcze niewybranego z tablicy B i
pierwszego niewybranego z tablicy C.

Co zrobi¢, kiedy przepiszemy wszystkie elementy z której± z
tablic?
przepisujemy wszystkie elementy z drugiej tablicy.

Je±li chcemy scali¢ cz¦±ci tablicy A, to najpierw przepisujem je
do tablicy B i C.
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Scalamy posortowane niemalej¡co tablice B[1..n] o C[1..m]

Aby znale¹¢ najmniejszy element (w obu tablicach ª¡cznie),
wystarczy porówna¢ B[1] z C[1]. Wybrany element
przepisujemy do tablicy wynikowej.

W ka»dym kroku algorytmu wybieramy mniejszy z dwóch
elementów: pierwszego jeszcze niewybranego z tablicy B i
pierwszego niewybranego z tablicy C.

Co zrobi¢, kiedy przepiszemy wszystkie elementy z której± z
tablic?
przepisujemy wszystkie elementy z drugiej tablicy.
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Scalanie

procedure SCAL(A, p, q, r)

int array A[1..n], array B[1..r]

int p, q, r, i, j, k

i = p

j = q + 1

k = p

while (i <= q) and (j <= r)

if A[i] <= A[j]

B[k] = A[i]

i = i + 1

else

B[k] = A[j]

j = j + 1

k = k + 1
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Scalanie cd.

while i <= q

B[k] = A[i]

i = i + 1

k = k + 1

while j <= r

B[k] = A[j]

j = j + 1

k = k + 1

for i = p to r

A[i] = B[i]
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Sortowanie przez scalanie

procedure SORT-SCAL(A, p, r)

int array A[1..n]

int p, q, r

if p < r

q = (p + r) DIV 2

SORT-SCAL(A, p, q)

SORT-SCAL(A, q + 1, r)

SCAL(A, p, q, r)
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Sortowanie przez scalanie - zªo»ono±¢

Podziaª zadania na podproblemy (znalezienie ±rodka tablicy):
czas Θ(1).

Rozwi¡zanie rekurencyjne dwóch podproblemów rozmiaru n
2
:

czas 2 · T (n
2
).

Poª¡czenie rozwi¡za« podproblemów (scalanie): czas Θ(n).

Otrzymujemy rekurencj¦ T (n) = 2 · T (n
2
) + Θ(n).

Z twierdzenia o rekurencji uniwersalne T (n) = Θ(n · lg n).
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Sortowanie szybkie (quicksort)

Podziel tablic¦ A[p..r] na dwie podtablice A[p..q - 1] i
A[q + 1..r], takie »e elementy tablicy A[p..q - 1] s¡ nie
wi¦ksze ni» element rozdzielaj¡cy A[q], a elementy tablicy
A[q + 1..r] s¡ nie mniejsze ni» A[q].

Posortuj rekurencyjnie ka»d¡ z tych podtablic.

Metoda dziel i zwyci¦»aj.

Sortowanie w miejscu.
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Sortowanie szybkie - pseudokod

procedure QUICK-SORT(A, p, r)

int array A[1..n]

int p, r

if p < r

q = PODZIA�(A,p,r)

QUICK-SORT(A, p, q - 1)

QUICK-SORT(A, q + 1, r)
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Sortowanie szybkie - podziaª

procedure PODZIAL(A, p, r)

int array A[1..n]

int p, r, x, i

x = A[r]

i = p - 1

for j = p to r - 1

if A[j] ≤ x

i = i + 1

A[i] <-> A[j]

A[i + 1] <-> A[r]

return i + 1
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Sortowanie szybkie - zªo»ono±¢ pesymistyczna

W przypadku pesymistycznym podziaªy tablicy s¡ skrajnie
niezrównowa»one. Jedna z podtablic ma dªugo±¢ 0, a druga
n - 1.

Funkcja PODZIA� dziaªa w czasie Θ(n).

Zatem W (n) = W (n − 1) + Θ(n).

Stosuj¡c metod¦ podstawiania, otrzymujemy W (n) = Θ(n2).

Przypadek pesymistyczny zachodzi nie tylko wtedy, gdy tablica
wej±ciowa jest posortowana nierosnaco, ale tak»e gdy jest
posortowana niemalej¡co.
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Sortowanie szybkie - zªo»ono±¢ optymistyczna

W przypadku optymistycznym podziaªy tablicy s¡ idealnie
zrównowa»one. Dªugo±¢ ka»dej podtablicy nie przekracza n

2
.

Funkcja PODZIA� dziaªa w czasie Θ(n).

Zatem B(n) = 2 · B(n
2
) + Θ(n).

Z twierdzenia o rekurencji uniwersalnej otrzymujemy
B(n) = Θ(n · lg n).
Mo»na wykaza¢, »e zªo»ono±¢ w przypadku ±rednim równie»
wynosi Θ(n · lg n).
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Sortowanie szybkie - randomizowana wersja

Zast¦pujemy funkcj¦ PODZIA� nast¦puj¡ca funkcj¡: procedure
LOSOWY-PODZIA�(A, p, r)

int array A[1..n]

int p, r, x, i

i = RANDOM(p, r)

A[r] <-> A[i]

return PODZIA�(A, p, r)

Oczekiwany czas dziaªania algorytmu dla dowolnej tablicy
zawieraj¡cej ró»ne elementy wynosi Θ(n · lg n).



Problem sortowania Sortowanie przez wstawianie Sortowanie b¡belkowe Sortowanie przez scalanie Sortowanie szybkie Poprawno±¢ algorytmów

Sortowanie przez zliczanie (counting sort)

Zaªo»enie: Sortujemy tablic¦ A[1..n] zawieraj¡c¡ liczby
caªkowite z zakresu od 0 do k.

W pomocniczej tablicy C[0..k] dla ka»dego elementu tablicy
A obliczmy, ile jest elementów nie wi¦kszych od niego.

Na podstawie tej informacji obliczamy pozycj¦, któr¡ dany
element powinien zaj¡¢ w posortowanej tablicy. Uwaga: równe
elementy nie mog¡ tra�¢ na t¦ sam¡ pozycj¦.

Elementy nie s¡ sortowane w miejscu. Wynik sortowania
zapisujemy w tablicy B[1..n].
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Sortowanie przez zliczanie - pseudokod

procedure COUNTING-SORT(A, B)

int array A[1..n]

int array B[1..n]

int array C[0..k]

for i = 0 to k

C[i] = 0

for j = 1 to n

C[A[j]] = C[A[j]] + 1

for i = 1 to k

C[i] = C[i] + C[i - 1]

for j = n downto 1

B[C[A[j]]] = A[j]

C[A[j]] = C[A[j]] - 1
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Sortowanie przez zliczanie - zªo»ono±¢ i stabilno±¢

Czas dziaªania sortowania przez zliczanie wynosi Θ(n + k).

Zatem je±li k = O(n), to sortowanie przez zliczanie dziaªa w
czasie Θ(n).

Sortowanie przez zliczanie jest stabilne: równe elementy
zachowuj¡ tak¡ sam¡ kolejno±¢, jak¡ miaªy w wej±ciowej
tablicy.

Stabilno±¢ sortowania mo»e by¢ przydatna, kiedy z
sortowanymi elementami zi¡zane s¡ dodatkowe dane.
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Poprawno±¢ algorytmów

Algorytm A jest poprawny ⇔ dla ka»dych poprawnych danych
wej±ciowych algorytm A zatrzymuje si¦ i daje poprawny wynik.

Algorytm A jest cz¦±ciowo poprawny ⇔ dla ka»dych
poprawnych danych wej±ciowych, je»eli algorytm A zatrzymuje
si¦, to daje poprawny wynik.

Zdanie logiczne p nazywamy niezmiennikiem p¦tli L, jesli p jest
prawdziwe przed rozpocz¦ciem wykonania l oraz p jest
prawdzie po ka»dej iteracji tej p¦tli (lub, równowa»nie, przed
ka»d¡ iteracj¡).

Poj¦cie niezmiennika p¦tli jest u»yteczne w dowodzeniu
poprawno±ci algorytmów.
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Problem sortowania Sortowanie przez wstawianie Sortowanie b¡belkowe Sortowanie przez scalanie Sortowanie szybkie Poprawno±¢ algorytmów

Przykªad 1: poprawno±¢ sortowania przez wstawianie.

procedure SORT-W(A, n)

int array A[1..n]

int n, r

for j = 2 to n

r = A[j]

i = j - 1

while i > 0 and A[i] > r

A[i + 1] = A[i]

i = i - 1

A[i + 1] = r
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Poprawno±¢ algorytmów

Niezmiennik p¦tli for: na pocz¡tku ka»dej iteracji tej p¦tli
fragment tablicy A[1..j-1] skªada si¦ z elementów
znajduj¡cych si¦ pierwotnie w A[1..j-1], ale posortowanych
niemalej¡co.

Inicjalizacja: na pocz¡tku pierwszej iteracji p¦tli for mamy j

= 2. Fragment tablicy A[1..j - 1] skªada si¦ z jednego
elementu A[1], który od pocz¡tku znajdowaª si¦ na tej
pozycji, i oczywi±cie jest posortowany.
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Poprawno±¢ algorytmów

Utrzymanie: nieformalnie, pojedyncza iteracja p¦tli for polega
na przesuwaniu elementów A[j - 1], A[j - 2], A[j - 3]

itd. o jedn¡ pozycj¦ w prawo a» do znalezienia wªa±ciwego
miejsca na A[j]. Zatem je±li niezmiennik p¦tli byª prawdziwy
przed wykonaniem tej iteracji, to po jej wykonaniu fragment
tablicy A[1..j zawiera posortowane elementy znajduj¡ce si¦
pierwotnie w tej podtablicy.

Uwaga! Formalny dowód utrzymania niezmiennika p¦tli
wymagaªby sformuªowania i udowodnienia niezmiennika p¦tli
while.
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Poprawno±¢ algorytmów

Zako«czenie: p¦tli for ko«czy si¦, kiedy j osi¡ga warto±¢ n +

1. Wstawiaj¡c j = n + 1 w sformuªowaniu niezmiennika p¦tli,
wnioskujemy, »e fragment A[1..n], czyli caªa tablica, zawiera
znajduj¡ce si¦ w niej pocz¡tkowo elementy, posortowane
niemalej¡co.

Za pomoc¡ niemziennika p¦tli pokazali±my, »e je±li algorytm
sortowania si¦ zako«czy, to zwróci prawidªowy wynik. Ponadto
p¦tla for ma dokªadnie n - 1 iteracji, a zawarta w niej p¦tli
while wykona co najwy»ej j iteracji dla ka»dej warto±ci j
przyjmowanej w p¦tli for. Zatem algorytm zawsze si¦
zatrzymuje.

Wniosek: algorytm sortowania przez wstawianie jest poprawny.
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Przykª¡d 2: poprawno±¢ funkcji PODZIA� wykorzystywanej
w sortowaniu szybkim.

procedure PODZIAL(A, p, r)

int array A[1..n]

int p, r, x, i

x = A[r]

i = p - 1

for j = p to r - 1

if A[j] ≤ x

i = i + 1

A[i] <-> A[j]

A[i + 1] <-> A[r]

return i + 1
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Poprawno±¢ algorytmów

Niezmiennik p¦tli for: na pocz¡tku ka»dej iteracji tej p¦tli
dla ka»dego indeksu k w tablicy A[p..r] zachodz¡ zale»no±ci:

1 Je±li p ≤ k ≤ i , to A[k] ≤ x .
2 Je±li i + 1 ≤ k ≤ j − 1, to A[k] > x .
3 Je±li k = r , to A[k] = x .

Inicjalizacja: przed pierwsz¡ iteracj¡ p¦tli for mamy i = p − 1
oraz j = p. Nie istnieje wi¦c takie k , »e p ≤ k ≤ i lub
i + 1 ≤ k ≤ j − 1. Dla k = r mamy A[k] = x dzi¦ki wykonaniu
pierwszej instrukcji algorytmu.
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Poprawno±¢ algorytmów

Utrzymanie: rozwa»my dwa przypadki:
1 A[j ] > x . Wówczas jedynym dziaªaniem wykonanym w p¦tli

jest zwi¦kszenie j . Po tym zwi¦kszeniu dla k = j − 1 jest

speªniony warunek A[k] > x . Warunki dla pozostaªych

elementów pozostaj¡ bez zmian, wi¦c s¡ speªnione.
2 A[j ] ≤ x . Wówczas zwi¦kszana jest warto±¢ i , elementy A[i ] i

A[j ] s¡ zamieniane, a nast¦pnie zwi¦ksza si¦ j . Dla k = i
mamy A[k] ≤ x ze wzgl¦du na dokonan¡ zamian¦. Podobnie

dla k = j − 1 mamy A[k] > x , poniewa» wstawiony na t¦

pozycj¦ element pochodziª z obszaru warto±ci wi¦kszych od x .
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Poprawno±¢ algorytmów

Zako«czenie: p¦tla for ko«czy si¦, kiedy j osi¡ga warto±¢ r .
Tablica zostaªa wi¦c podzielona na trzy obszary: dla p ≤ k ≤ i
mamy A[k] ≤ x , dla i + 1 ≤ k ≤ r − 1 mamy A[k] > x , oraz
A[r ] = x .

Ostatnie dwie instrukcje powoduj¡ przestawienie elementu x
na miejsce pomi¦dzy cz¦±ciami tablicy zawieraj¡cymi elementy
nie wi¦ksze od x i elementy wi¦ksze od x , a nast¦pnie
zwrócenie pozycji elementu x . Otrzymujemy zatem poprawny
podziaª tablicy.

P¦tla for wykonuje dokªadnie r − p iteracji. Zatem algorytm
zawsze si¦ zatrzymuje.

Wniosek: algorytm PODZIA� jest poprawny.
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