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1 Zadania - procedury

Termin wykonania ponizszych zadan (23:59 24 maja 2020).

1. Wyznaczy¢ zaleznoéé¢ rekurencyjna okreslajaca liczbe spéjnych obszaréw,
na ktore dzieli ptaszczyzne n prostych, z ktérych zadne dwie nie sa réw-
nolegle i zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie.

2. Znalez¢ zalezno$¢ rekurencyjna okredlajaca liczbe réznych sposobow wej-
$cia po schodach zbudowanych z n stopni, jesli w kazdym kroku mozna
pokonaé jedne lub dwa stopnie.

Rozwigzanie:

e nalezy znalez¢ liczbe rozwiazan dla 1 stopnia, czyli a; = 1 pierwszy
krok to krok o jeden stopien (nie mamy innego wyboru)

e dla dwoch stopni as = 2 mamy dwa scenariusze:

— pierwszy krok robimy o jeden stopien, i pozostaje nam zrobié
drugi krok o jeden stopien i przeszliSmy cate schody
— pierwszy krok dwa stopnie i przeszliSmy cale schody

e dla trzech stopni rozwazamy znéw dwa scenariusze:
— pierwszy krok idziemy o jeden stopien, i pozostaje nam przypa-
dek z dwoma stopniami
— pierwszy krok idziemy o dwa stopnie i pozostaje nam przypadek
z jednym stopniem

3. Podaé definicje funkcji wyznaczajacej najmniejsza wartosé¢ tablicy A, przy
czym cheemy, aby funkcja sprawdzala dowolny podciag [d, g] kolejnych
elementéw tablicy, gdzie 1 < d < g < n.

Uwaga! Funkcje nalezy tak napisaé, aby obstugiwala tablice indeksowane
od 0, natomiast dla potrzeb zadania z adjule nalezy ja wywota¢ w naste-
pujacy sposéb:

min(A, n, d -1, g - 1);

adjule zadanie: APR_038 MIN_PRZEDZIAL



4. W tablicy A zawierajacej liczby znajduja sie dwa uporzadkowane (niema-
lejaco) ciagi na miejscach od indeksu p do indeksu ¢ i od indeksu g+ 1 do
indeksu r, gdzie p < ¢ < r. Zapisaé definicje procedury, ktora scali te dwa
ciagi w jeden niemalejacy ciag i umiesci go w tablicy A na miejscach od p
do r.
adjule zadanie: APR_039_SCAL_PRZEDZIAL

5. Zadana jest tablica A[p..r] zawierajaca liczby. Napisaé¢ definicje proce-
dury, ktéra dziel te tablice (poprzez przestawienie jej elementéw) na dwie
tablice Alp..q - 1] i A[q + 1..r] w ten sposéb, ze kazdy element z
pierwszej podtablicy jest nie wiekszy niz element A[q], ktéry z kolei jest
mniejszy od kazdego elementu z drugiej podtablicy. Obliczenie indeksu ¢

ma stanowi¢ czesé tej procedury podziatu.
adjule zadanie: APR_040_PODZIEL

2 Zlozonos¢ obliczeniowa

2.1 Zadanie
Niech beda dane dwie liczby a € R i n € N. Oblicz a™.

2.2 Odpowiedz

Zadanie mozemy rozwiazaé na kilka sposobéw oto przykladowe algorytmy:

1. POTEGA1(a, n)
pot =1
for i =1 ton
pot = pot * a
return pot

2. POTEGA2(a, n)

i=n

pot =1

pod = a

while i =/ 0
if i MOD 2 =/ 0O

pot = pot * pod

pod = pod * pod
i=1iDIV 2

return pot

3. POTEGA3(a, n)

ifn=20
return 1
else



return a * POTEGA(a, n - 1)

Ktéry z podanych algorytméw jest najlepszy? (w sensie zuzycia najmniej czasu)

Dla takich samych danych wejsciowych mozemy sprawdzi¢ ile wykonuje sie
operacji znaczgcych.

Operacja znaczaca mozemy nazwaé¢ dowolna operacje ktéra naszym zdanie
zuzywa najwiecej czasu procesora (pozostale operacje zuzywaja mniej czasu).
Dla powyzszych przykladéw taka operacja moze by¢ mnozenie.

Niech T bedzie funkcja okreslajaca liczbe operacji znaczacych.

ad 1 dla algorytmu POTEGA1 funkcja czasu T7(n) = n poniewaz mnozenie wy-
stepuje tylko w petli for ktora ma dokladnie n iteracji. Prosze zauwazy¢,
ze wartos¢ funkcji 77 jest zalezna od wartosci n.

ad 2 algorytm POTEGA2 wykonuje si¢ szybciej niz algorytm POTEGA1. W al-
gorytmie POTEGA2 wykorzystuje sie nastepujaca zasade: aby policzyé a®
nalezy zna¢ warto$é¢ al) i wykonaé jedna operacje (kiedy | 5] jest parzy-
ste), lub dwie operacje (kiedy [%| jest nieparzyste). Warto zauwazy¢ ze
wyktadnik takiej potegi przy kazdej takiej operacji zmniejsza sie¢ o poto-
we, wigc dla pesymistycznego przypadku takich iteracji jest 2logy n, stad
Ty(n) = 2logy n. (poniewaz w informatyce czesto uzywa sie logarytmu o
podstawie 2, wiec przyjal sie nastepujacy skrét: logy n = lgn)

ad 3 dla algorytmu POTEGA3 liczbe operacji znaczacych mozemy obliczy¢ w na-
stepujacy sposdb:
T3(n) = a-Ts(n—1)
= a-a-T5(n—2)

= a-a-...-a-T3(2)
= a-a-...-a-a-Ts5(1)

Poniewaz T3(1) = 0, wigc algorytm wykonal dokladnie n mnozen, stad
T5(n) = axn.
Wydaje sie, ze algorytm POTEGA2 wykonuje sie najszybciej. Aby ten fakt spraw-
dzi¢ potrzebujemy pewnego narzedzia. Najpierw rozwazmy nastepujacy ciag
pewnych znanych ciagdw:

Lilgn,...,vn, In,vn,n,nlgn,nyn,n? n® n*, ..., 2" ol n" (1)

kazdy z tych ciagéw jest O od wszystkich ciagdw na prawo od niego. Dowdd
powyzszego faktu mozemy znaleZé w [3]. Definicja notacji O jest nastepujaca:

O(g(n)) = {f(n) : E|C>OE|7L06NV7L27100 < f(n) <c- g(n)} (2)
Aby pokazaé, ze algorytm POTEGA2 jest najszybszy z posrdd trzech przedsta-
wionych algorytméw pokazemy, ze To(n) = 21gn = O(Ilgn).
Aby wykazaé powyzszy fakt musimy zgodnie z (2) okazaé:



1. 0 < Ts(n)
2. znalezé ¢ 1 ng dla ktérych To(n) < ¢-1gn dla wszystki n > ng
ad 1 2lgn > 0 dla ng = 1 zgodnie z definicja funkcji logarytm
ad 2 poniewaz 2lgn < clgn, wiec ¢ = 2 i nieréwnos$¢ jest prawdziwa dla ng = 1

WykazaliSmy wiec, ze To(n) = O(lgn). Analogicznie mozemy wykazaé, ze T (n) =
T3(n) = O(n).

Patrzac na powyzsze oszacowania i na ciag (1) zauwazymy ze algorytm
POTEGA2 wykonuje sie w czasie logarytmicznym wzgledem wejscia i jest szyb-
szy od algorytmdéw POTEGA1 i POTEGA3, ktére wykonujg sie w czasie liniowym
wzgledem wejscia.

Wszystkie problemy dla ktérych mozemy znalezé¢ algorytm o ztozonosci wie-
lomianowej nazywamy problemami tatwymi lub bardziej formalnie nalezacymi
do klasy P. Pozostale problemy (te dla ktérych istnieje rozwiazujacy je algo-
rytm) nazywamy problemami trudnymi, formalnie nalezacymi do klasy NP.
Przyktadem tego ostatniego moze by¢ problem hasta.

Problem hasta. Chcemy wlamacé sie na konto kolegi znajac jego login i nie
znajac hasta.

Rozwiaza¢ ten problem mozemy za pomoca prostego algorytmu, ktory dziata
nastepujaco:

Zakladamy, ze do hasta zostaly uzyte znaki z zakresu 32 — 126 ASCII, czyli
95 znakdéw. Algorytm najpierw sprawdza wszystkie hasta o dtugoéci 1, nastepnie
o dlugosci 2 itd. Ponizsza tabela pokazuje ile hasel nalezy sprawdzi¢, oraz ile
to trwa zakladajac, ze w ciggu 1 sekundy procesorem o czestotliwosci 2.2GH z
jestesmy w stanie sprawdzi¢ 2362232013 hasla.

dtugo$é hasta liczba hasel | czas sprawdzenia
1 95 0s
2 9 025 0s
3 857 375 0s
4 81 450 625 0s
5 7737 809 375 4s
6 735 091 890 625 5m
7 69 833 729 609 375 8 h
8 6 634 204 312 890 620 32d
9 630 249 409 724 609 000 102 m
10 | 59 873 693 923 837 900 000 814 y

Warto zauwazy¢, ze przy hadle sktadajacym sie z 10 znakéw wlascicielowi konta
bedzie wszystko jedno czy si¢ wltamiemy na jego konto ®. Oproécz notacji O ma-
my jeszcze dwie notacje uzywane czesto do okreslania ztozonosci obliczeniowej,
a mianowicie notacja 2 i notacja ©. Ponizej definicje tych notacji

Q(g(n)) ={f(n) : Fe>0Tneennzn 0 < ¢+ g(n) < f(n)} (3)
O(g(n)) = {f(n) : 3¢,50Fes50TneenVnzn,0 < c1 - g(n) < f(n) <cz2-g(n)} (4)



Warto zauwazy¢, ze jezeli ciag f(n) = Q(g(n)) i f(n) = O(g(n)) to f(n) =
O(g(n))
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